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Notations et conventions

Nous allons suivre un certain nombre de notations et conventions pour faciliter la lecture :

— v un vecteur de R"” de dimension quelconque.

— v; désigne la coordonnée i du vecteur v.

— A une matrice a coefficients dans R de taille quelconque.

— A, désigne la colonne i de la matrice A.

— A, j désigne le coefficient en i-i¢me ligne, j-i¢me colonne de la matrice A.

— (u, v) le produit scalaire usuel.

— aun exposant mis entre parentheses désigne toujours un indice.

— uxv le produit vectoriel.

— a > b larelation a est grand par rapport a b.

— a < b larelation a est petit par rapport a b.

— (ey, ey, e;) estlabase canonique de R3.

— VE estle gradientde E.

— Les angles sont tous exprimés en radians.

— §i f est une fonction et K une constante, on pourra noter f = K pour dire que f est

une fonction constante de valeur K.

Important : Des temps de calculs sont indiqués dans les différents chapitres. Ceux-ci dé-
pendent entre autres de la machine utilisée, de la version des bibliotheques utilisées, des options
de compilation. Cependant, je garantis que les temps de calculs restent cohérents au sein d’'un
méme chapitre.

Les notations utilisées restent cohérentes entre les différents chapitres, pour permettre au
lecteur de retrouver rapidement leur signification, grice au récapitulatif suivant :

— a, b degrés de liberté pour la courbure normale (w(s) = as + b)

— D rigidité de flexion d’une plaque élastique

— Eqy énergie potentielle élastique selon le modele de Wunderlich

— Es énergie potentielle élastique selon le modele de Sadowsky

— Egp énergie potentielle de pesanteur

— e, vecteur définissant la verticale

— g accélération de la gravité

— g vecteur gravité (g = —g e,)

— h épaisseur du ruban

— K vecteur courbure

— (longueur du ruban

— n, m degrés de liberté pour la direction de la regle ((s) = ns + m)

— 7 direction de la regle

— ) vecteur de Darboux

— p nombre de segments



q vecteur directeur d’une régle (non normé)
p masse volumique

r position le long de la centerline

R repere matériel le long de la centerline

s abscisse curviligne le long de la centerline
§ abscisse locale pour le segment i

ty, ty, t; les trois axes du repere matériel

u abscisse le long des regles

v coefficient de Poisson

w largueur du ruban

w courbure normale

w courbure normale naturelle

Y module de Young
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Introduction

Bien qu’il s’agisse & premicre vue d’objets anecdotiques, les rubans peuvent servir & modéli-
ser une large gamme d’objets a échelle variée comme illustré en figure 1. Par exemple, a I’échelle
nanoscopique on retrouve les protéines ou molécules ’ADN qui peuvent étre représentées par
des rubans. A ’échelle mésoscopique on retrouve les bandes de tissu ou de papier. Et a Iéchelle
macroscopique les rubans deviennent attrayants en architecture, servant par exemple a réaliser
des structures déployables.

Par définition un ruban est un objet fin et long, donc une structure & mi-chemin entre les
tiges et les coques. Une tige est un objet mathématiquement caractérisé par une courbe dans
lespace. Les propriétés du matériau et la géométrie de la section vont alors contraindre le com-
portement de la courbe. Un ruban peut donc étre vu comme une tige dont la section est un rec-
tangle fin. Une coque est un objet fin, elle est mathématiquement caractérisée par une surface.
En choisissant une surface adéquate on obtient alors un ruban. Dans notre travail, nous suppo-
sons que le ruban est une surface rectangulaire d’épaisseur constante. Aussi nous ne considérons
que des rubans élastiques. C'est-a-dire que le ruban revient spontanément a sa configuration de
base en I'absence de force extérieure. Les déformations sont alors réversibles.

En partant de ces informations, notre ruban est un pavé caractérisé par une longueur £, une
largeur w et une épaisseur h. Le ruban étant fin, I'épaisseur est petite comparée a la largeur. Le
ruban étant long, la longueur est grande comparée a la largeur. En effet, les adjectifs «fin» et
«long» ne sont pas une notion absolue, mais relative.

Finalement nous ajoutons une notion d’inextensibilité au ruban, c’est-a-dire que les forces
en jeu (le poids du ruban, les forces 4 I'encastrement, etc.) ne sont pas suffisantes pour allonger
celui-ci. Au vu de ses dimensions, nous supposons que cette inextensibilité n’est pas un eftet
moyenné le long du ruban, mais qu’elle est présente sur toute la surface. Ainsi toute déformation

N > RS

Crédits de gauche a droite : Wikipedia Commons, R. CHARRONDIERE, [Vanry].

F1curE1 - Illustration des rubans dans notre environnement. De gauche a droite : une protéine,
des rubans de mercerie, une structure architecturale nommée «gridshell» en anglais.



8 INTRODUCTION

du ruban est isométrique 4 la configuration ot le ruban est plat. Cela signifie que toute courbe
tracée sur le ruban aura la méme longueur quelle que soit la déformation du ruban.

Si de nombreux modeles numériques ont été développés ces dernicres décennies pour les
tiges et les plaques, il en existe en revanche trés peu qui soient spécifiques aux rubans. Dans
cette theése, nous proposons un modele numérique robuste et efficace pour calculer les états
d¢quilibre stables d’un ruban naturellement plat ou courbé. Notre contribution se décompose
en trois axes : tout d’abord I'élaboration du modgele, ensuite des comparaisons avec d’autres mo-
deles pour valider et motiver 'apport de notre modele, et finalement l'expérimentation.

Sur Pélaboration du modéle

Siun ruban est inextensible et rectangulaire, la surface le représentant est alors développable,
car elle est isométrique a une surface plane’. On peut alors s'appuyer sur la description analy-
tique de van der Heijden et Audoly [SHo7; DA1s], eux-méme sappuyant sur les descriptions
historiques de Sadowsky et Wunderlich [Sad29; Wun62]. On détaille une description théorique
du ruban au chapitre 2.

Nous choisissons de nous baser sur la courbure pour discrétiser le ruban. Cela signifie que
nos degrés de liberté vont décrire la courbure plutét que la position des points du ruban *3.
L'avantage de cette approche est dobtenir une surface lisse (continue et dérivable au moins deux
fois) tout en garantissant son inextensibilité. De plus, la courbure est directement accessible,
donc il est facile de calculer une énergie élastique. Si I'on avait choisi de se baser sur la position,
on aurait un modele nodal, la surface n’aurait pas forcément été lisse 4, rendant le calcul des
courbures difhiciles. Aussi 'inextensibilité aurait dii étre imposée par des contraintes.

On définit une centerline le long du ruban, munie d’une abscisse curviligne. On verra qu’il
est possible de décrire la surface en spécifiant seulement deux scalaires le long de cette courbe.
Nous scindons le ruban en plusieurs éléments. Chacun d’entre eux est caractérisé par une cour-
bure normale linéaire et une torsion géodésique quadratique en l'abscisse curviligne. Cela per-
met une grande diversité de configurations cinématiques, c’est-a-dire que I'espace des déforma-
tions du ruban est riche. De plus, nous donnons la possibilité au ruban d’avoir une forme natu-
relle ayant une courbure normale non nulle. La forme naturelle est la configuration du ruban
en I'absence de toute force.

Sile choix de la discrétisation basée sur la courbure est justifié, il faut tout de méme pouvoir
calculer la position des points de la surface. Pour cela on doit intégrer la géométrie a partir de la
courbure. I n’existe cependant pas de solution en forme close a ce probleme 5. Clest-a-dire qu’il
n’est pas possible de calculer la solution exacte 4 partir de fonctions et d'opérations simples. On

1. IIne s’agit que d’une implication, le fait d*étre rectangulaire permet juste de dire qu’il existe une déformation
isométrique permettant d’aplatir le ruban.

2. Ce n’est pas tout 2 fait exact pour les raisons données au chapitre 3, mais la courbure est calculable tres
facilement a partir des degrés de liberté avec les opérations usuelles d’addition et de multiplication.

3. Dans le chapitre s, nous utilisons une formulation mixte, c’est-d-dire que nous utilisons la courbure et la
position comme degrés de liberté. Cela permet de garder les avantages d’un modele en courbure en le rendant plus
efficace.

4. On aurait certainement dans ce cas utilisé un maillage triangulaire. Mais certaines représentations per-
mettent d’obtenir une surface lisse comme les B-splines rationnelles non uniformes (aussi nommés NURBS en
anglais).

5. Dans le cas ot1 la courbure est constante on peut trouver une telle solution [Berog]. Mais nous verrons qu’il
est trop restrictif de se restreindre 2 ce cas.



utilise alors I'idée de Casati [CB13] de développer la fonction position le long du ruban par des
séries entieres.

Le ruban est dit a I'équilibre lorsque Iénergie potentielle associée a sa déformation actuelle
correspond 2 un minimum local. Ici, nous avons Iénergie de pesanteur et 'énergie élastique. On
peut utiliser deux formulations pour cette derniére : celle de Sadowsky ou de Wunderlich. La
formulation de Wunderlich est cependant plus correcte (en fait elle est exacte sous ’hypothese
d’inextensibilité du ruban si le ruban est naturellement plat). Dans les chapitres s et 6, on enri-
chit le probleme de minimisation par des contraintes. Cela permet d'encastrer le ruban par 'un
ou ses deux cotés, de ne pas I'encastrer du tout, d’attacher ses extrémités entre elles, et enfin de
rajouter du contact entre le ruban et un ou plusieurs plans.

Sur les comparaisons

Notre seconde contribution (chapitre 4) se focalise sur la validité et 'intérét de notre mo-

dele.

Il est important d’étre str que 'implémentation du modele est correcte. On procede par
comparaison. Ainsi, il ne s’agit pas de comparer les résultats obtenus par notre modele 4 ceux
de n’importe quel autre modele. II faut respecter les hypotheses d’inextensibilité du ruban et
utiliser la méme énergie. Sans cela, les différences obtenues sur équilibre calculé pourraient
étre dues au choix du modele et non 3 une implémentation erronée. La vérification numérique
est alors faite avec deux méthodes de continuation : par les logiciels MATHEMATICA et AUTO.

Nous avons présenté le ruban comme une structure intermédiaire entre les tiges et les coques.
Il est donc naturel de comparer ces deux modeles avec le notre.

Nous avons choisi d’utiliser le modele de tige des super-clothoides [CB13]. Comme ce mo-
dele est inextensible, la comparaison avec notre modele est pertinente. Cependant, par défini-
tion, pour une tige la largeur et Iépaisseur devraient étre similaire en ordre de grandeur. En
conséquent, la rigidité de courbure du modele de tige avec une section rectangulaire doit étre
adaptée pour correspondre 2 la rigidité de flexion d’une plaque élastique. Méme ainsi, le modele
de tiges ne parvient pas aux méme résultats que notre modele. Nous en déduisons le besoin d’'un
modele spécifique aux rubans.

Pour comparer notre modele aux coques, nous avons choisi le modele de Naghdi [Nag63].
Ce modele est extensible. Son implémentation est faite par des éléments finis grice au logiciel
FENICS-SHELL [Hal+18]. On constate que dans la limite ot Iépaisseur de la coque devient tres
petite par rapport a la largeur (environ deux ordres de grandeur), les résultats coincident. On
constate aussi que plus la coque est fine, et plus le solveur a du mal 4 converger (phénomene de
verrouillage numérique). La convergence peut alors prendre plusieurs minutes. Notre modele
au contraire ne met qu’une seconde environ  converger °. Ainsi on en déduit que le modele
de coques est sans doute trop général pour simuler efficacement un ruban inextensible. Notre
modele montre alors tout son intérét.

6. Pour cette comparaison le ruban a de la courbure naturelle et il pend simplement sous son propre poids,
voir la section 4.3.



10 INTRODUCTION

Quelques expériences numériques

La mise en pratique de notre modele sur diverses expériences constitue une contribution
majeure de cette these (chapitres 6 et 7).

e Nous commengons tout d’abord avec I'expérience de la poutre console. On accroche
horizontalement une poutre sans courbure naturelle. On appelle x la distance entre les
deux cotés de la poutre projetée sur 'horizontale et y la distance projetée sur la verticale,
on peut tracer une courbe )XC(F ) ou I" est un parametre de pesanteur dépendant des
propriétés géométriques et matérielles.

e Etantun grand classique il n’est pas possible de passer a coté du ruban de Moebius, mais
comme notre modele le permet, nous posons le ruban de Moebius sur la tranche sur un
plan.

e Nous reproduisons I'expérience que Benoit Roman décrit dans sa these, qui consiste
a attacher un ruban sur une plaque en rapprochant ses extrémités de sorte qu’il forme
une bosse. Puis, il est écrasé par une autre plaque parallele a la premicere. Ainsile ruban va
former des vagues entre les deux plaques. Benoit Roman met en avant une loi d’échelle
entre le nombre de vagues, la force du ruban sur la plaque supérieure et la distance entre
les deux plaques.

e Nous continuons avec une expérience de déversement latéral. On encastre un ruban tel
que la direction du ruban 4 I'encastrement soit suivant ’horizontale et que la normale
a sa surface soit aussi horizontalement, a la maniere d’un drapeau. Selon le parametre
I’ (dépendant de la géométrie et du matériau), le ruban va rester droit ou fléchir sur le
coOté.

e La derniere expérience reprise de [Hua+20; YHig] consiste 4 encastrer les deux bords
puis a décaler latéralement les deux encastrements. Suivant le décalage le ruban aura une
forme particuliere : plutoét en U ou en S, avec une zone de transition entre les deux. En
observant la courbe altitude du point au milieu du ruban en fonction du décalage, on
repere clairement la forme du ruban.

Tandis que les trois premieres expériences sont réalisées et validées avec succes, les deux der-
nieres expériences échouent a reproduire les résultats théoriques attendus pour un modele de
coques. Ce point remet en cause I’hypothese d’inextensibilité dans certains cas.

Via ces trois axes le travail réalisé ici forme un tout, de I'¢laboration jusqu’a I'expérimentation
d’un modele du ruban élastique inextensible par éléments en courbure. Ce modele montre une
grande efficacité par sa vitesse et la richesse des scenarii qu’il peut modéliser.
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Chapitre 1

Bref tour d’horizon

Un modele de ruban se trouve a mi-chemin entre un modele de coque et un modele de tige.
Les tiges sont des structures élancées respectant la définition géométrique : € > h, £ > w,
h = w cest-a-dire que la longueur est grande devant la largeur et I'épaisseur qui sont compa-
rables entre elles. Les coques respectent la relation 7 < w, h < € c’est-a-dire I€épaisseur que
de la structure est fine. Nous commengons donc par présenter les deux aspects ces deux types
de structures minces. Puis nous introduisons bri¢vement la notion de développabilité, car la
surface du ruban est développable (conséquence de ’hypothese d’inextensibilité). Une présen-
tation détaillée sur les rubans est laissée au chapitre 2.

1.1 Modeles de tiges

Une tige est un objet long. L¥¢tude des tiges remonte 4 plus de 150 ans. La section d’une
tige peut avoir différentes formes. Naturellement le mot tige rappelle plutét un cylindre métal-
lique jouant le réle de support, ou une plante ([GNo6]), et tous deux ont une section circulaire,
mais on peut donner d’autres exemples répondant a la définition : le fil d’'une pelote de laine
([Cir+14]) ou d’une bobine, les cheveux, une poutre, un rail de chemin de fer. Pour ces deux
derniers exemples la section n’est pas circulaire mais la définition de tige est bien respectée.

Le modele de Kirchhoff [Kirs9] est 'un des premiers modeles classiques existants, trés repris
jusqu’a aujourd’hui. Celui-ci se caractérise par un axe central (appelé aussi centerline) inexten-
sible, une section transversale indéformable, pas de cisaillement et une contrainte linéaire en
fonctions des trois courbures de I'axe central, y compris la torsion. Depuis, de nombreux mo-
deles numériques ont vu le jour [BBo4; CJ98; Sim8s; LLA1r; SCBi4; Paio2; SBTo7; GPL08;
Ber+08; Ren+18; Ber+06], basés sur les équations de Kirchhoff. En graphique, [Ber+08] est
'un des modeles les plus classiques.

Pour représenter une tige, il faut spécifier la position de la tige et un repere matériel. Ce der-
nier sert a caractériser la torsion, car elle n’est pas calculable a partir de la position de la centerline
(si 'on tend un fil entre ses mains et que 'on tord une extrémité, on crée de la torsion sans que
celle-ci soit visible). On verra plus tard la relation entre ce repére matériel et les courbures.

Pour résoudre la cinématique, un couplage entre la courbure, le repére matériel et la position
de la centerline apparait. Bien qu’il s’agisse d’un systeme de Cauchy classique, on ne peut pas le
résoudre analytiquement . Ainsi dans I'implémentation numérique, il convient d’utiliser une

1. Dumoins pas facilement d’aprés nos connaissances. Dans [Ivaor] une solution est proposée pour une cour-
bure affine, mais la solution utilise la fonction hypergéométrique dégénérée. Elle n’est donc pas exprimée en forme

3



14 CHAPITRE I — BREF TOUR D’HORIZON

FIGURE 1.1 — Comparaison d’'un modele nodal et d’un mode¢le en courbure, illustration dans le
cas 2D. La courbe 4 gauche est décrite par des éléments en courbure (w) de longueur variable. Iy
a trois éléments délimités par les points rouges. A droite, le modéle nodal décrit la méme courbe.
SiT'on se contente d’utiliser les mémes points que pour les éléments en courbure, on obtient le
tracé bleu, tres imprécis. Il faut utiliser beaucoup plus de points pour avoir une représentation
correcte de la méme courbe.

technique d’intégration numérique.

I existe principalement deux fagons de résoudre le probleme. La premiere est d’utiliser un
modele nodal, c’est-a-dire déchantillonner des points sur la tige, puis d’interpoler la géométrie
via des parametres associés a chacun de ses points. La solution la plus simple est d’associer une
position a chaque point, et de les relier entre eux par des segments, mais rien n'empéche d’ajou-
ter par exemple un angle pour décrire la torsion ou une tangente. La deuxi¢me est d’utiliser
des coordonnées réduites, c’est-a-dire que le systeme est paramétré par un nombre minimal de
degrés de liberté, ce qui rend une visualisation plus abstraite. On illustre en figure 1.1 ces deux
approches.

Clairement, sur la figure 1.1, il semble plus judicieux de prendre la courbure comme degré
de liberté pour avoir une courbe bien lisse. Mais le modele nodal 4 lui aussi un gros avantage.
La matrice du systeme est plus facile a calculer, car elle est creuse. En eftet, [énergie est exprimée
localement avant d’étre intégrée sur la tige. Localement, elle ne dépendra que des points voisins,
donc d’un nombre limité de degré de liberté. Clest la raison pour laquelle le hessien est creux.
Cela n’est pas le cas pour un modele utilisant des coordonnées réduites. Mais 'approche nodale
a aussi des inconvénients. Pour forcer I'inextensibilité, il faut rajouter des contraintes. En effet,
les positions sont spécifiées 2 chaque noeud et non de maniere relative a leur voisin. Aussi, le
calcul des courbures pose probleme. On a besoin des courbures pour calculer certaines énergies
élastiques. La courbure se calcule 4 partir de la seconde dérivée de la courbe. N'ayant qu’un
ensemble discret de point, il faut au moins deux voisins pour estimer correctement la courbure
en un point. Le nombre de points discrets de la tige doit donc étre conséquent. Sur ce point, un
modgele réduit montre tout son intérét : il n’y a pas d’approximation a priori *, ni de contraintes.
La cinématique est intégrée a partir des degrés de liberté uniquement. Cependant, le systeme
devient dense, car un point dépend de tous les degrés de liberté 3. Son cotit de calcul est donc
bien plus élevé +.

close, c’est-a-dire sous forme de combinaisons d'opérations mathématiques simples. Cela n’est pas satisfaisant pour
nous, vu que de ce fait Iévaluation de cette solution est numériquement compliquée.

2. La courbure reste cependant contrainte par le choix de la discrétisation.

3. Cela ne concerne pas tout les points, mais le calcul du point en fin de ruban dépend bien de toutes les
courbures de la tige.

4. A nombre de degrés de liberté égal. Ainsi, de maniére absolue il faut nuancer ce propos.
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1.2 Mode¢les de coque

Historiquement un modele de plaque est proposé par Kirchhoft, puis Love le développe [Lov88].
Une plaque étant fine, elle est représentée par une surface médiane. Kirchhoft propose trois hy-
potheses :

— Un segment orthogonal 4 la surface médiane reste rectiligne lors des déformations.

— Un segment orthogonal 4 la surface médiane reste orthogonal 4 la surface lors des défor-
mations.

— L¥paisseur de la plaque est invariante par transformation.

Cela signifie entre autre qu’il n’y a pas de cisaillement transversal a Ia surface.

Un modele de coque est un modele de plaque pouvant gérer de la courbure naturelle. En
Iabsence de force externe une plaque sera plate, une coque aura une forme quelconque. Classi-
quement, on utilise une paramétrisation de Monge pour représenter une surface. Elle est alors
caractérisée par une fonctionu : Q C R2 — R3. Deux parametres sont utilisés puisqu’une
surface est un objet 2D, le domaine de ces parametres est Q. Facilement cette paramétrisation
correspond aux coordonnées cartésiennes de la surface aplatie dans un plan. Mais elle peut aussi
étre plus complexe, par exemple correspondre a des coordonnées polaires. Dans la section 2.2,
on utilisera une paramétrisation qui n’est méme pas matérielle, c’est-a-dire que pour deux dé-
formations uy et ug et pour un point t € €, uy(t) et uz(t) ne correspondent pas a la méme
particule de la surface.

Dans ce travail, nous utilisons le modele de coques de Naghdi [Nag63] avec FENICS-SHELL [Hal+18].

Ce dernier est un logiciel de résolution d’équations aux dérivées partielles en éléments finis. On
cherche a calculer une fonction f, solution d’une équation différentielle ( f peut étre la position
des points par exemple). Il est généralement impossible de calculer une solution analytique. La
surface est d'abord discrétisée via un maillage. On va supposer ici pour simplifier que les condi-
tions aux bords sont nulles. Léquation est alors intégrée sur le domaine Q. Cela va permettre
de scinder le probleme. On choisit des fonctions de base v;, dont la somme vaudra 1 dans le do-
maine et 0 en dehors. Généralement on prendra une fonction polynomiale valant 1 sur exacte-
ment un des noeuds du maillage (P;), 0 sur les autres. Le maillage est en quelque sorte un support
visuel pour les fonctions de base. On peut alors substituer f par ); v; f;, apres quelques calculs
on peut par linéarité de 'intégrale retrouver des problemes indépendants faisant intervenir f et
une seule des fonctions de base. L'intérét de cette décomposition est de pouvoir approcher f
par une fonction f; dans un espace de dimension finie (par exemple un polynéme). Cette ap-
proximation n’est pas dérangeante, vu que le produit fv; est non nul seulement au voisinage du
point P;. On obtiendra alors une solution approchée du probleme f= 2 (fivi).

Dans le cas du modele de Naghdi les fonctions a résoudre sont la position définie via ses trois
coordonnées et la direction de la normale via deux angles. En théorie, il est possible de recalculer
toutes les valeurs a partir de la position, mais dt a la discrétisation, comme dans le cas des tiges,
il peut étre difficile d'estimer la courbure qui, rappelons-le, se calcule a partir du développement
de Taylor a l'ordre 2 de la surface (la fonction u).

On associe trois énergies & une coque : les énergies d’extension, de cisaillement et de flexion.
Chacune est associée avec une déformation. On les illustre en figure 1.2. Ces trois énergies consti-
tuent Iénergie élastique. Seule la flexion est une déformation isométrique
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Extension Flext

Cisaillement

/ /

/ /
/ /
/ /

FIGURE 1.2 — Les trois types d’énergie élastique d’une coque ou plaque.

1.3 Surfaces développables

Les surfaces développables sont de plus en plus présentes en informatique graphique. Par
exemple, dans [WCS21], les auteurs simulent un livre en 3D, les pages sont alors représentées
par une surface développable. Dans [Dud+16], les auteurs utilisent les origamis pour contréler
la courbure, or les origamis sont fait a partir de feuilles de papier, ils sont donc développables.
Aussi, la communauté a tendance a appliquer ses modeles a la fabrication. En effet par défini-
tion une surface développable est localement isométrique 4 une surface plane. On peut donc
facilement manufacturer une telle surface en coupant et déformant une surface plane inexten-
sible. Des exemples de surfaces développables sont les surfaces coniques, les cylindres généralisés.
Par contre, une sphere n’est pas une surface développable. L'inextensibilité n’est généralement
qu’une approximation, il y aura toujours une extension, mais elle peut étre trés minime comme
dans le cas du papier. Cest d’autant plus pratique, car ce matériel est courant.

Une des propriétés les plus utilisées pour représenter une surface développable est quelle
est réglée. Cest-a-dire qu’elle est 'union d’un ensemble de segments de longueur non nulle.
Ces segments sont appelés regles. Il est important de préciser que ce nest pas une condition
suffisante pour que la surface soit développable. Les hyperboloides sont par exemple réglées,
mais non développables. On illustre en figure 1.3 deux surfaces réglées dont un hyperboloide. Il
suffit de rajouter la condition que le plan tangent soit le méme le long de la regle pour que la
surface devienne développable.

Pour rester développable une surface aura tendance a créer des plis (ou coins), voir a se déchi-
rer. Dans ce cas les plis (ou coins) sont les endroits ot la surface n’est pas dérivable. On peut alors
décomposer la surface en morceaux développables et lisses. On peut citer par exemple [Sch-+1s;
SRHi7] sur le froissement et le déchirement du papier.

Plusieurs méthodes ont vu le jour pour concevoir des surfaces développables. On citera
en premier [SF96], [BWo7], [Sol+12] qui ont 'avantage de sappuyer strictement sur la défi-
nition de surface réglée. La surface est décomposée en plusieurs parties chacune développable.
Elles sont reliées via des regles qui doivent correspondre aux bords connectés. Plus récemment,
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FIGURE 1.3 — Deux surfaces réglées. Les régles sont tracées en bleu. A gauche, un hyperboloide
qui n’est pas développable, a droite un morceau de céne qui est bien une surface développable.

d’autres techniques sont mises en ceuvre permettant de travailler directement sur un maillage.
On citera notamment [RHS18] et [SGCi8]. Dans ce dernier cas les auteurs cherchent 4 appro-
cher une surface lisse par une surface développable. La surface obtenue est bien continue, mais
n’est plus lisse.
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Chapitre 2

Sur une description théorique des rubans

2.1 Un bref historique

L’intérét pour les rubans remonte a2 1929 ott M. Sadowsky
publie un premier article sur le ruban de Moebius [Sad29]
(originalement en allemand, voir [HF1s5] pour une traduction
en anglais). Le ruban de Moebius a la particularité de n’avoir
qu’une seule face, comme le montre la figure 2.1. Conceptuel-
lement, un tel ruban est juste un ruban circulaire que I'on a
coupé, puis dont on a tourné une extrémité d’un demi-tour
avant de le recoller. Ce qui nous intéresse dans un premier
temps ce n'est pas la forme de ce ruban en particulier, mais

FIGURE 2.1 — Le ruban de MOE-
BIUS n’a qu’une seule face.

Iénergie potentielle qui le caractérise. En effet, la forme au re-
pos d’un ruban correspond a un minimum local de I¥énergie.
Dans son article, Sadowsky néglige la force gravitationnelle, et donc ne considere que Iénergie
élastique. Cette derniere est compliquée a calculer analytiquement, mais en utilisant ’hypothese
d’un ruban étroit (la largeur est tres petite devant la longueur) une expression limite de Iénergie
est dérivée.

Trente-trois ans plus tard, W. Wunderlich raffine I'expression de cette énergie [Wun62].
Sous I'hypothese d’inextensibilité, I'énergie devient exacte quelle que soit la largeur. Le ratio
7 largueur sur longueur du ruban a une influence directe sur Iéquilibre. Avec Sadowsky, au
contraire I'équilibre est invariant vis-a-vis de ce rapport, puisque Iénergie totale du systeme lui
est proportionnelle.

Formellement, un ruban est une surface développable et inextensible dont I'épaisseur reste
négligeable devant la largeur, cette dernicre étant elle-méme négligeable devant la longueur.
Nous nous limitons ici au cas des rubans rectangulaires d¢paisseur fixe. Nous motivons cette
limitation plus loin dans le texte. De plus nous supposons la surface infiniment lisse, ce qui en
pratique contredit toute possibilité de pli. La développabilité implique que chaque déformation
du ruban est isométrique : la surface ne peut ni étre étirée ni cisaillée. Elle ne peut se déformer
que par flexion pure. Ainsi par définition, quel que soit Iétat du ruban, sa surface est réglée,
cest-a-dire quelle est 'union de segments de longueur non-nulle appelés regles. La présence de
regles s'avere souvent utile pour paramétrer judicieusement un ruban [DA1s; SHoz].

E. L. Starostin et G. H. M. van der Heijden sont a notre connaissance les premiers a indi-
quer comment dériver les équations d’équilibre du ruban depuis Iénergie de Sadowsky et de
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Wunderlich [SHoz]. Larticle de M. Dias et B. Audoly [DAxs] décrit assez précisément la dé-
rivation analytique de la cinématique et de Iénergie élastique du ruban. Les auteurs y dressent
aussi un parallele entre le modele historique de Wunderlich et le modele classique des tiges de
Kirchhoft [AP10]. Nous nous en servons pour la création de notre modele numérique car il est
plus didactique que larticle de Starostin et van der Heijden.

2.2 Une description géométrique

La figure 2.2 illustre les dimensions du ruban : on note sa lon-
gueur £, sa largeur w et son épaisseur h. On rappelle que par défini-
tionf > w > h.
t I h Une surface développable peut étre caractérisée de différentes

W maniere. Voici trois définitions possibles :

1. surface isométrique  une configuration plane;
FIGURE 2.2 — Schéma

; 2. surface dont la courbure de Gauss est nulle partout;
d’un ruban

3. surface réglée dont le plan tangent est le méme le long des
génératrices.

La premicre définition est simple, mais elle n’est pas évidente a utiliser. La seconde semble plus
exploitable : dansle domaine de 'informatique graphique, les diftérents types de courbures sont
couramment utilisés. Mais cette définition n’est pas facile 4 exploiter non plus car contraindre la
courbure géodésique analytiquement n’est pas facile '. Nous nous basons alors sur la troisi¢eme
approche pour donner une description du ruban.

Une surface réglée est une surface formée par un ensemble de segments appelés génératrices
ou regles. Mathématiquement, les segments devraient étre des droites mais notre surface est
finie. Comme la définition de surface développable I'indique, cette condition est nécessaire pour
la developpabilité mais pas suffisante.

Nous définissons le long du ruban une abscisse curviligne que 'on note s, puis une courbe
r(s) nommée centerline. Elle traverse le ruban en son centre comme représenté en noir sur la
figure 2.3. Ensuite on définit un repere matériel R(s) = (tx(s) ty(s) t;(s)) lelongde cette
courbe. Celui-ci s’aligne sur la surface du ruban. Les trois colonnes de cette matrice représentent
les axes de ce repére matériel. Ainsi, on aligne t; (i) avec la tangente 4 la centerline, t, (s) avec la
normale a la surface et t,(s) est imposé par le fait que le repere matériel est orthonormal.

dr(s)
ds

t.(s) = (2.1)
Sil'on voulait modéliser le ruban comme une tige, sa géométrie serait caractérisée en définissant
une section transversale (dans le plan (t,, t,)) rectangulaire le long de la centerline. On sup-
pose que toutes les génératrices passent par la centerline, on note alors 'ensemble des points
d’une génératrice L(s). Il suffit de spécifier un angle 6(s) entre t,(s) et L(s), dans le plan
tangent pour reconstituer la surface. Cependant, au lieu d’utiliser I'angle 6(s), on peut spé-
cifier un scalaire 77(ss), puis un vecteur q(s) = ty(s) + n(s)t;(s) directeur de la génératrice.
On note que ce vecteur n'est pas normé. La surface va alors étre représentée par une fonction

1. des travaux ont été faits dans ce sens. Dans [SGCi8], les auteurs proposent une telle approche, mais tra-
vaillent directement sur un maillage donc sur approximation discrete d’une surface.
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Normale 2
Y lasurface

t, = tyxt,
. Tangente a
,L{gne r tZ laligne
médiane L
médiane
Reégle L
0 (7 =tan 0)

FIGURE 2.3 — Paramétrisation du ruban, avec sa ligne médiane r, le repére matériel R qui lui est
attaché, et le champ scalaire 7 = tan 6.

@ (s,u) =r(s)+uq(s). Le domaine de définition est manquant pour I'instant, il faut le déter-
miner par un raisonnement présenté ci-dessous. Une génératrice est le sous domaine représenté
par ¢ a abscisse curviligne fixe.

Il y a un cas ou le ruban ne peut pas étre représenté. Si la centerline est une génératrice,
alors 17(ss) = 0. On écarte le cas ot le ruban est plat, car dans ce cas il existe un autre ensemble
de génératrices possible (par exemple 17(s) = 0). Il est cependant tres improbable dans le cas
général qu’une telle situation soit un équilibre puisque la centerline est alors rectiligne (c’est
une génératrice) mais de la courbure est présente, donc I'énergie élastique est supérieure a celle au
repos. On peut citer I'exemple du metre ruban, bombé dans la largeur, mais dans ce cas I'équilibre
dans cette forme est possible grice 4 la courbure naturelle du ruban.

Définissons une opération d’aplatissage : depuis une configuration déformée quelconque,
on déforme le ruban pour qu’il reprenne sa forme rectangulaire plate dans le plan, cette défor-
mation est isométrique car la surface est développable. On notera par & une quantité @ une fois
aplatie. Les vecteurs tridimensionnels vont bien stir perdre une dimension. t, n’a pas de sens.
ty, t; sont constants (ne dépendent plus de s). Les régles restent des segments, les angles ne
changent pas, donc 7 = 7. L’aplatissage est représenté en figure 2.2.

Nous avons défini l'orientation des génératrices, mais pas leur longueur, autrement dit l’es-
pace de définition de ¢ est manquant. Laplatissage est tres efficace pour déterminer ces infor-
mations. On peut considérer le point I (s) au bord du ruban qui correspond aux parametres
(s,u4). Ona @(s,uy) = £(s) + urq(s). Connaissant la largueur du ruban, on peut projeter
#(s,us) — ¢(s,0) = u,q(s) sur t, pour résoudre <u+(1(s), t_x> = 5. On obtient simplement
Uy = 3.

Cerésultatest de prime abord plutdt surprenant, mais c’est surtout une explication du choix
d’utiliser le scalaire 17 plutét qu’un angle. De maniere totalement symétrique on obtient une
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#(s. W35, (s) ) - Y

r(s) ‘2};(;) Jun(s) P
/'//‘/ rlu /"1'({
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s bt
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FIGURE 2.5 — Illustration d’un point singu-
t. lier. Aux points sur la ligne médiane d’abscisse
t, linéaire s, et 55, passent deux regles, dessinées

en orange sur la configuration a plat. La sur-
face étant développable, les droites portant les

\ D
FIGURE 2.4 — Paramétrisation du ruban par s, régles ne peuvent pas se croiser a 'intérieur du

v et 1, sur la configuration plate. ruban.

borne inférieure sur . On va donc compléter la définition :

¢ : [0,]x[-%.%] — R? (2.2)

(s,u) — r(s)+uq(s) '
Il est important de noter que la paramétrisation de la surface n’est pas matérielle. Selon 7, le
point de parametre (s, u) ne sera pas le méme. Pour des considérations statiques comme c’est le
cas dans tout ce travail ¢a n’est pas tres génant, mais cette erreur se retrouve dans la littérature
[She+is).

On peut maintenant expliquer pourquoi les rubans considérés dans ce travail sont rectan-
gulaires. Si ce n’était pas le cas, l'espace de définition de ¢ serait complexe, et dépendrait a priori
den.

L'espace de définition de ¢ est quelque peu problématique. Les deux bords fins du rubans
coincident avec les génératrices L(0) et L(£). Or une fois aplatie la forme devrait étre rectangu-
laire. Ce n’est que le cas sin(0) = n(£) = 0, clest-a-dire si les génératrices sont perpendiculaires
ala centerline. Or 17 dépend de la déformation du ruban, donc aux deux bords la représentation
du ruban est erronée. Etant donné que la longueur est grande devant la largueur, on ignorera
cette imprécision. Tant que i n’est pas trop grand (< 1 par exemple) ce qui est le cas en pra-
tique, les bords seront juste un peu pointus. On reviendra sur ce point plus loin lors du calcul
des énergies.

Pour décrire la forme de la surface, la courbure peut-étre utilisée. Le vecteur de Darboux
peut décrire cette courbure. Le repére matériel R (is) étant orthonormal, par continuité de celui-
ci en fonction de 'abscisse curviligne s, il existe un vecteur {2(s) définit par [équation de Dar-
boux :

R'(s) = [Qs)]x R(s) (23)

Lopérateur [-] transforme un vecteur tridimensionnel v en une matrice [v],, telle que
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pour tout vecteur u, vXu = [V], u, ou X est l'opérateur produit vectoriel. La définition plus
explicite est donnée ci-dessous :

a 0 —-c b
b =lc¢c 0 =-a
c/l, -b a 0

On définit trois courbures (scalaires) en projetant ce vecteur sur le repere matériel. La cour-
bure normale k1 = (£, t,) est la rotation autour de l'axe t,, la courbure géodésique k2 =
<Q, ty> celle autour de I'axe t, et la torsion géodésique k3 = (§2,t;) celle autour de t,. Or-
dinairement, on interprétera facilement «, alors que le vecteur de Darboux reste plus abstrait,
mais heureusement, comme expliqué en [CBi3], un changement de base nous permet de réécrire
équation 2.3 en:

R'(s) = R(s) [k(s)]x (2.4)

Cette équation (2.4) est plus pratique 2 mettre en oeuvre que I‘équation (2.3). Il suffit alors
de spécifier la courbure sur la centerline seulement pour reconstituer le ruban : on spécifie une
condition initiale (r(0) = py, R(0) = o), on integre le repere matériel grice a I'équation 2.4,
puis la position en intégrant 2.1. Le tout forme alors un syst¢eme de Cauchy a résoudre.

On se retrouve ainsi avec la forme du ruban au voisinage de la centerline. Il suffit de pro-
longer les régles pour obtenir le ruban. Jusqu’a ce point la courbure et les regles ont été traitées
indépendamment, il faut donc les relier. Par définition, nous avons = «1t, + kot + k3t;. Par
commodité on n’écrit pas forcément la dépendance en s. Ici, on insiste sur la différence entre
K qui est le vecteur courbure exprimé dans la base du repere matériel, et £ qui est le vecteur
courbure exprimé dans la base canonique. Dérivons q(s) = t,(s) + 17(s)t;(s) :

q'(s) t(s) + 17/ ()t (s) +n(s)t;(s)
Q(s)Xtx(s) +1'(5)t,(s) +n(s5)Q(s) Xt (5)
= —kot; + k3ty + 1t + Koty — ity
= nkaty + (k3 — K1)ty + (7" = ko)t

Par définition, le ruban étant une surface développable le plan tangent au ruban estle méme
le long d’une génératrice, la normale a ce plan est donc ty. Cela implique d’avoir une projection
nulle de " sur ty. Il en résulte une relation primordiale :

k3 —nk1 =0 (2.5)

Pour finir, on peut spécifier la courbure géodésique k2, rien n'empéche a la celle-ci de ne
pas étre arbitraire 4 priori, ce nest pas incompatible avec le fait détre développable. Cest alors
la forme du ruban qui nous informe sur cette courbure : en utilisant Iaplatissement @' = ¢’
(Pordre des opérations dériver et aplatir n’a pas d’importance) et Iégalité 7 = 77 on en déduit
K2 = Ko, puis le ruban étant rectangulaire, sa centerline droite, ko = 0 on obtient :

k2 =0 (2.6)

Ainsi, la géométrie est unidimensionnelle et caractérisée par deux degrés de liberté (2 DdL).
Une derniére question doit étre posée : Quel est le domaine de chaque variable ? Les courbures
n’ont a priori aucune raison d’étre bornées. Cependant la direction des regles est soumise a des
spécificités géométrique : les régles ne peuvent pas se croiser.
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On illustre le croisement des génératrices sur

la figure 2.6. Pour avoir une meilleure intuition,
p je vous propose de prendre une bande de papier

Vs et de la courber pour faire apparaitre un point

au bord, nommé point singulier illustré sur la fi-

e | gure du milieu. Si I'on essaie de déplacer le som-

7~ met du cone a P'intérieur de la surface, le papier
- va se froisser ou se déchirer. Le cone n’est évi-

A dement pas formé par tout le ruban, mais seule-
ment une partie. On parle d’événement de Wun-

derlich pour désigner la formation de ce point

singulier.

FIGURE 2.6 — Trois configurations d’un ru- L’aplatissement est pratique pour visualiser
ban. En haut les régles ne se croisent pas. Au et raisonner sur l'apparition du point critique.
milieu, elles se touchent au bord du ruban Nous illustrons cela sur la figure 2.5. On va consi-
formant ainsi un cdne dont le sommet est le  dérer deux regles aux abscisses s, et sy, si elles ne
point d’intersection, appelé aussi point sin- sont pas paralléles elles se croisent en un point /.
gulier, on nomme cette configuration évé- Le point I peut toucher le bord du ruban mais
nement de Wunderlich. En bas les régles se jamais rentrer dans le ruban. On va noter s, =
croisent au milieu du ruban, on voit claire- Sq + s, avec s aussi petit que voulu.

ment un pointsingulier apparaitre, pour for- Exprimons / au bord du ruban comme inter-
mer une telle configuration on devrait déchi- section des deux regles. Ce point aura deux para-
rer la surface. métrisations, puisqu’il est sur deux génératrices

distinctes : I = @ (54, uq) = P(sp,up). En pro-
jetant sur ty, on obtient alors u, = u;. Puis en projetant sur t, on obtient s, + usn(s4) =
Sa + 05 + ugn(sq + 65) car T(s) = st;. On peut alors utiliser le développement de 77 2 Pordre
1 pour en déduire 7°(s,) = % I étant a I'extérieur du ruban on obtient I'inégalité u, > %
comme montré sur la figure 2.5 ou u, < —% si [ est de l'autre c6té du ruban. Nous obtenons
alors la contrainte :

Vs €R, [7'(s)| < (2.7)

SR

2.3 Une description énergétique

Un équilibre stable est un minimum local dénergie potentielle. Nous prenons deux énergies
en compte : [énergie élastique du ruban et énergie de pesanteur. Ces deux énergies doivent étre
intégrées sur toute la surface.

Il faut d’abord spécifier certains parametres physiques. La constante gravitationnelle g et la

verticale e, définissent la gravité g = —g e,. La masse volumique du ruban est notée p, son

module de Young Y, son coefficient de Poisson v. La rigidité de flexion est alors définie par
_ _yn

D= 12(1-v2)"

Nous donnons la possibilité au ruban d’avoir une courbure normale naturelle @, c’est-a-
dire qu'en I'absence de toute force extérieure la courbure du ruban a Iéquilibre sera x(s) =
(@(s),0,0)

Commengons par calculer da I'élément d’intégration. Comme ¢ n’est pas matérielle, on n’a
pasda = dsdv maisda(s, u) = |80 W60 g4y Ainsida(s, u) = |(t.(s) + uq'(s)) xq(s)| dsdv.
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En reprenantla section précédente, avec les contraintes (2.5) et (2.6), @' (s) = n’(s)t;(s), on cal-
cule alors da (s, u) = |1 + un’| dsdv.

Notons que da sannule pile quand la contrainte 2.7 est active, ce qui est logique, car les
régles s’intersectent en un point.

L%nergie potentielle de pesanteur est définie de maniere classique :

¢y
Ep=- /0 / P @0.0.8) dats. (2.8)

L’intégration de (2.8) en v donne :

€ / 2
Ep=- /0 phw <r(s) + % q(s>,g> ds (2.9)

p . 7 (s)w? A

La longueur du ruban étant bien plus grande que sa largeur, le terme “—5— q(s) peut étre
considéré comme négligeable. Nous omettons donc ce terme dans la suite ce qui a pour effet de
simplifier les calculs et ainsi gagner en vitesse de simulation (voir section 3.2). En pratique, nous
n’avons pas observé de probleme lié a cette approximation. On écrit alors cette forme simplifiée :

14
Ep = —/ phw (r(s),g) ds (2.10)
0
L¥¢nergie ¢lastique de Wunderlich sans expliciter la dépendance en s s¥crit [SHo7; DAs] :
Dw [ 1 (141
Eyw = il K%(l +1%)? In 2 |- 20k1 (1 +vp?)| ds (2.1)
2 wi' \1-LF

Eqy est calculée pour un matériel hookéen, isotropique et homogene. Pour le terme impli-
quant la courbure naturelle, la propriété w < £ est utilisée, ce qui signifie concrétement quen
présence de courbure naturelle, cette énergie n’est pas valide pour une plaque. Cependant, si la
courbure naturelle est nulle, pour notre surface développable, cette énergie est exacte quelle que
soit la largeur w du ruban.

Dans la limite 'w — 0, Iénergie de Wunderlich Eqy se simplifie en I'énergie de Sadowsky,

D
Es=—

4
/ K%(l +10%)% = 20k (1 + vn?)ds (2.12)
0

Il n'est pas courant d’utiliser la contrainte (2.7) avec le modele de Sadowsky. Cependant,
nous 'utilisons systématiquement ici puisqu’elle provient de la développabilité de la surface.

Avant de discrétiser nos équations en vue de la construction du modele numérique, nous
pouvons d'ores et déja anticiper un certain nombre de difficultés. Tout d’abord, la non-convexité
de Iénergie potentielle totale laisse présager des soucis pour les techniques standard d’optimi-
sation (comme la méthode de Newton). Une autre difficulté provient du terme logarithmique
dans Iénergie de Wunderlich, qui diverge lorsque la contrainte (2.7) devient active. D’une part,
nous devons minimiser ['énergie sous cette contrainte, et d’autre part, il nous faut construire un
modg¢le limite pour Iénergie de Wunderlich lorsque la contrainte devient active.
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Deuxieme partie

Mod¢le numérique chainé de ruban
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Chapitre 3

Vers un modéle numérique de rubans

Nous avons annoncé vouloir modéliser un ruban basé sur la courbure. Au vu du chapitre
2, c’est le long de la centerline que I'on discrétise la fonction courbure s — k(). Cependant, si
lon discrétise k directement, la contrainte 2.5 impose 7 = 2—513 Des problémes vont alors survenir
car 7 n’est numériquement pas défini si k1 = 0. Nous choisissons alors de discrétiser k1 et 7.
Pour ne pas alourdir les notations, nous notons w = k1 la courbure normale. Pour intégrer la
cinématique du ruban grice a ces variables, il faut tout de méme spécifier un «point de départ»,
c’est ce que l'on appelle ici I'encastrement du ruban. Au point s = 0, la position est fixée r(0) =
Py et le repere matériel aussi, R(0) = Fo.

Nous découpons le ruban en p segments de longueurs £, i € [1, p]. Nos expériences
numériques indiquent que p = 20 est une bonne valeur’, au-dela, on ne voit pas de différence
géométrique *. Sur chacun des segments nous approchonsles fonctions w et 77 par un polynéme,
ce qui nous garantit un nombre de degré de liberté fini par segment.

3.1 Fonctions de forme de haut degré

Contrairement aux modeles de tiges paramétrés en courbures [Ber+06; CB13], prendre nos
variables constantes par morceaux ne permet pas d’'obtenir une géométrie lisse (dérivable au
moins une fois) pour le ruban : en effet, si la fonction 17 n’est pas une fonction continue de
s, alors le ruban n’est méme pas continu aux fronticres des segments (voir figure 3.1). Afin de ga-
rantir une surface suffisamment lisse, nous optons donc pour des fonctions 17 et w continues et
linéaires par morceaux (linéaire par segment). En conséquence, la torsion géodésique k3 = nw
prend la forme d’une fonction quadratique par morceaux.

Pour un segment i donné, nous notons Iabscisse de départ s puis §@) = s — s(), et défi-
nissons alors w(§®) = a®@5® 4+ p® et p(5D) = n D50 + M avec a®, b 0D M € R.
Cette notation assez chargée ne sert qu’a préciser que les parametres ne sont spécifiques qu’a
un segment, 5@ correspondant a une abscisse locale. Par continuité des fonctions w et 17, nous

1. Cela ne concerne que ce chapitre et ses applications. Par la suite, nous enrichissons le modele de nouvelles
conditions aux bords et 20 segments peuvent s’avérer insuffisants.

2. Pour préciser cela de maniere formelle, on dira qu’il n’y a pas de différence visuelle ou géométrique entre
deux rubans, si la distance de Hausdorff n’excede pas 1%o de la longueur du ruban. Nous définissons la distance
entre un point P et un ensemble S comme le minimum de la distance (euclidienne) entre P et un point de
lensemble d(P,S) = mingegs ||P — Q||, puis la distance d’un ensemble S 2 un autre Z par d,(S,Z) =
suppes d(P, Z). Finalement, la distance de Hausdorft est simplement le maximum des deux : d(S,Z) =

max(dy(S,Z),da(Z,8)).
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r(s?)

FIGURE 3.2 — Prendre le vecteur courbure
constant par élément conduit a des regles dis-
continues, et donc a des éléments disjoints (en
haut); en revanche, une courbure normale li-

FIGURE 3.1 — Notre élément trapézoidal (en . o \ s
néaire et une continuité des regles, meéne a une

blanc) sur la configuration aplatie. surface de ruban lisse (en bas).

avons les relations

pit)  —  p) 4 p0) ) (3.1)
D = @ 4 ), (3-2)

Une présentation schématique est proposée en figure 3.3. Pour les p segments, nous avons ainsi
2+ 2p degrés de liberté. S’il n’y a qu’un seul segment, nous ne préciserons pas les indices i pour
faciliter la lecture.

La difficulté de notre nouveau probleme de Darboux approché (2.4) est, de maniere ana-
logue a [CB13], qu’il ne présente pas de solution en forme close. C'est-a-dire que la solution
n’est pas exprimable sous forme de combinaisons d'opérations mathématiques simples. Cela est
dti 4 nos éléments de degré 2, en effet pour rappel la torsion géodésique est le produit de 77 et
w tout deux linéaires par segment. A titre d’exemple les intégrales de Fresnel fox sin(72)dt et

/0x cos(#2)dt n'ont pas de forme close. Le recours 4 une méthode d’intégration numérique est
donc nécessaire, avec le risque de transformer cette étape cruciale de construction de nos élé-
ments en étape cotteuse. Heureusement, une méthode tres efficace d’intégration, basée sur les
séries entieres, a été déployée dans [CB13]. Nous montrons que cette méthode sadapte parfaite-

ment 4 notre probleme de cinématique discrete de ruban.

3.2 Intégration numérique par séries enticres

Si le vecteur courbure k est développable en série entiere (ce qui est le cas sur chaque seg-
ment, car nous avons choisi des éléments polynomiaux), alors r et R le sont aussi. En ne consi-
dérant qu’un seul segment, nous pouvons ainsi écrire le vecteur courbure comme un poly-
noéme de degré 2, k(s) = Ao + A5 + Aos?, avec g = (b,0,mb)T, A1 = (a,0,nb + ma)?,
Ao = (0,0,na)". En développant r et R sous forme de séries entiéresr = )77, vt R =
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o MM on obtient :

v =, MO = 75
Mgl = =270 M s [k(s)] (33)
Z+°° v gn=1 = =27 M(”)s e,

On rappelle que le couple (pg, Fo) spécifie l'encastrement du ruban, ou ici du segment. Par
unicité des coefficients d’une série entiere, notre probleme de Darboux revient a résoudre les
récurrences suivantes :

v(® =p,

MO =7,

MD = MO 2],

M = (M“ [Ao]y + M© [xh]x) (3-4)
>3 MW =1 (2 :OM(n—l—k) [ﬂk]x)

Vn >0, vW = %M(” 1) e,

A la différence de [CB13] dans le cas des tiges, nous obtenons ici une récurrence i trois termes
pour le repere matériel (au lieu de deux). Néanmoins, la structure du probleme reste similaire.
En particulier, ce type de série a I'avantage de présenter une convergence tres rapide, et ce pour
un ordre n relativement faible [CB13; Nehoo]. En pratique, il suffit donc de sommer un nombre
restreint de termes (au plus une centaine) pour évaluer les séries de maniere précise. Cependant,
si Pon somme naivement les différents termes de ces séries en utilisant le calcul flottant, on se
rend compte rapidement d’une perte drastique de précision. Ce probleme est connu sous le
nom de compensation mmstropbz'que.

3.3 Compensation catastrophique et contrdle de 'erreur

Les problemes de perte de précision apparaissent lorsque I'on somme des réels d'ordres de
grandeurs tres différents, et de signes opposés. Dans les ordinateurs actuels, un réel est repré-
senté par trois grandeurs. Tout d’abord une mantisse m = (mi),-e[[l k] qui est une suite finie de
booléens, ensuite un signe s = +1 et un exposant n pouvant étre négatif. La valeur du réel est

alors calculée par s X I,mx2"oul,m=1+ Zk L mi2” i3, Pour des calculs en double flottants,
n € [-1022,1023] et la mantisse est de taille k' = 52 bits. Du coup lorsque 'on somme par
exemple 1016 et 1, on obtient 100, Cest le phénomene d’absorption : la mantisse n’est pas assez
grande pour conserver I'information. Si maintenant on retranche 1016 3 1a somme initiale, on
obtient 0 au lieu de 1, soit une perte de précision de 100%! En regle générale ce probleme peut
étre ignoré. Mais dans notre cas, nos séries entieres ont des termes qui deviennent rapidement
tres grands en norme, avant de devenir tres petits. De plus, les termes 2 sommer sont des matrices
avec des coefhicients de signe positif ou négatif (produits par des matrices antisymétriques). En
conséquence, tous les ingrédients sont réunis pour rencontrer le probléme de compensation
catastrophique.

Dans [CBi3], il est expliqué comment borner les facteurs de la série M) gn pour conserver
la précision numérique. Sil'on travaille avec la représentation des réels en double flottant dont la

3. La norme IEEE 754 décrit plus précisément la représentation des types simple précision (32 bits), double
précision (64 bits)
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mantisse est de m = 52 bits, on voudra par exemple une précision égale a la moitié de cette taille,
soit 2726 ~ 1.5 1078, nous devons alors nous assurer que la plus grande valeur de ||M(")s” ||
soit bornée par 220 ~ 5 107. Casati [Casis] nous donne le résultat suivant :

< e avec C(s) = 2s] Z ||/1ksk||
k=0

On calcule s,,,4¢ une borne sur I'abscisse de telle fagon que pour s < §;,4x on garantit I'ab-
sence de probleme de compensation catastrophique. Si on la suppose inférieure 4 1, on obtient :
m \ . . .
22 = exp (28max L1 l14kll), doti Pexpression simple suivante :

m In2
S =
e o 1Akl 4

Dans le cas contraire §,,4x > 1 on obtient la racine cubique de I'expression précédente :

e =0 1Al 4

Cela nous fournit une borne pour la convergence, que nous appelons rayon de convergence
numérique. Ce résultat nous montre que plus la courbure et ses dérivées sont grandes, plus le
rayon est petit. La somme de la fonction C(s) = 2[s| X7 _, ||/lksk|| concerne en fait tous les
coefficients du polynéme courbure. Ainsi, si 'on augmente les degrés des polynémes w et 77, le
rayon de convergence numérique sera en moyenne réduit. Cest'une des raisons pour lesquelles
nous nous sommes limités a des éléments d’ordre 2.

Sile rayon de convergence numérique est inférieur 4 la taille du segment, il faut alors couper
ce dernier, potentiellement en plus de deux sous-segments comme illustré figure 3.3. L’indice
d’un segment i est alors complété d’un indice j pour indiquer le sous-segment, ce qui donne
ah) = g p@i) = p 4 4@ Z{;} £00) p@d) =y et @) = 1@ 4 @) Zf;} LUk

Ayant a'™) et ) invariants, mais b)) et m“/) croissants en valeur absolue en fonction
de j, les sous-segments successifs vont étre de plus en plus courts. Cela peut sembler inquiétant,
mais dans les simulations numériques effectuées, on constate qu’il n’y a souvent qu’une voire
deux découpes maximum par segment.

3.4 Statique de ruban sous gravité

Il nous faut maintenant calculer I'énergie potentielle totale correspondant a notre choix de
cinématique pour le ruban. Rappelons que sur chaque segment du ruban, 7 et w sont des po-
lynémes dordre 1 en s, que I'on écrit w(s) = as + b etn(s) = ns +m.

3.4.1 Energie discréte de Wunderlich

En développantles formes données dansla section 2.3, Iénergie élastique de Wunderlich (2.11)
devient alors, pour un unique segment :

Eq = % [H(n)P(a,b,n,m) — Q(a,b,n,m)]
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b2 = p() 4 (D)D) b3 = p2) 4 4(2)p(2) b = p3) 4 4(3)p(3)
m =, 4 D)) mB) = m2 4 (22 m@® = mB) 43 e3)
w® (W) = a5 4 p@) w® (33)) = aB)5G) 4 p3)
77(1) (§(1)) = n(l)ﬁ(l) +m(1) a)(Q) (§(2)) _ 0(2)5(2) + b(2) 77(3) (§(3)) = n(3)§(3) +m(3) (/.)(4) (§(4)) _ a(4)§(4) + b(4)
n@ (@) = n@352 45,3 @ (W) = nWg@ 4@

FIGURE 3.3 — Tracé d’un ruban de quatre segments en bleu/violet. Un zoom est fait sur le troi-
sieme segment : on voit en dégradé rouge vers jaune les quatre sous-segments. Ceux-ci sont dus
au rayon de convergence numérique des séries.

nw 1-4w

1 1+ %
avec H(n)=—1In (—2),
2

4
P(a,b,n,m) = / (as + b)? [1 + (ns + m)2]2 ds
0

4
Q(a,b,n,m) = / 2w(as +b) (1 +v(ns+ m)2) ds
0
La seule difficulté ici est le traitement de H. D’une part, H n'est pas défini sin = i%, mais
notre contrainte (2.7) doit en théorie nous permettre déviter d’atteindre ces bornes. D’autre

part, vers n = 0, des erreurs numériques apparaissent, voir figure 3.4. Dans ce cas, nous utilisons

le développementde Taylor H(n) = 1+% (”7“’ ) 1o (n?). Nous basculons vers ce développement

des que |%| < er, o1 €7 est une valeur seuil empirique. En pratique, nous avons constaté que
choisir €7 = 107 mene 2 des résultats satisfaisants en double précision. Ce choix est fait grice
au tracé de la courbe H : visuellement, les erreurs numériques sont flagrantes a partir d’'une
valeur seuil. Nous avons choisi de représenter la courbure normale naturelle par une fonction
linéaire, comme pour la courbure normale. Q s’intégre alors facilement en tant que polynéme.
Pour utiliser 'énergie élastique de Sadowsky, il suffit de remplacer H par 1, ce qui simplifie aussi
Pimplémentation des deux énergies.

3.4.2 Energie discréte de pesanteur

Comme mentionné plus haut, la longueur du ruban étant trés supérieure a sa largeur, nous
approchons Inergie potentielle de pesanteur (2.8) en concentrant la masse sur la ligne médiane,
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Problemes numériques sur la fonction H

9% 10710 : :

8 x 10710
7x 10710
6% 10710
5% 10710
2 4% 10710
3x 10710
2x 10710
1x 10710

0

~1x10710

H(x)—lz%ln

0.0000  —Ex 107 0 5x 10 0.0001

X =wn

FIGURE 3.4 — Tracé de la fonction H au voisinage de 0 et de son développement limité a l'ordre 2.
Pour la visibilité des valeurs de I'axe y, on décale la courbe de 1. On voit des erreurs numériques
apparaitre si.x est trop petit, on choisit alors de substituer H par un développement limité quand
les erreurs apparaissent.

€ . 7 A ’ \ . yYOR1 -\
Ep =~ /0 whp (r(s), g) ds. Cette intégrale peut étre calculée a partir des séries entieres

Ep = <ZZ:’O ER sk, g>. Le calcul exact de Iénergie de pesanteur est possible sans grande
difficulté mathématique, cependant il n'est pas nécessaire, car les expériences numériques ne
montrent pas de diftérence géométrique entre la forme complete et la forme simplifiée *.

3.5 Vers 'implémentation du modele

La discrétisation étant faite, il faut coder le modele. D’abord, il faut implémenter toutes les
quantités nécessaires et leur dérivées premiere et seconde, cela concerne principalement I'éner-
gie et la géométrie du ruban. Ensuite, I'utilisation d’un algorithme de minimisation appliqué a
Iénergie du systeme permet de trouver un équilibre stable. Nous verrons les principales difficul-
tés d’'implémentation, puis nous comparerons plusieurs algorithmes de minimisation dénergie.

3.5.1 Implémentation des grandeurs en jeu

Pour pouvoir appeler une méthode de minimisation, il faut dans la plupart des algorithmes
calculer Iénergie, son gradient et son hessien. J’ai implémenté cela avec le langage C++. Clest un
langage compilé, donc offrant de bonnes performances, avec une bibliothéque standard bien
fournie. De nombreuses bibliotheques permettent d’ajouter des fonctionnalités, comme la bi-
bliotheque d’algebre linéaire Eigen. Ce choix est cependant personnel, et j’invite toute personne
voulant réimplémenter mon modele a utiliser le langage qui lui conviendrait le mieux.

4. Cf. la définition au début de ce chapitre.



3.5 - Vers Uimplémentation du modéle 35

Pour rendre I'utilisation du code simple, je nai pas d’interface graphique, car celle-ci res-
treindrait 'usage. Au contraire 'utilisation du code en tant que bibliotheque, ou interfacé avec
un langage de script (dans mon cas LUA) permet a un utilisateur un contréle précis de ce qu’il
désire faire.

Pour rendre la sortie du code plus riche, il est possible de générer un maillage, c’est-a-dire une
représentation tridimensionnelle de la configuration déformée du ruban lisible avec de nom-
breux logiciels opensource tels que meshlab, Blender > ou commerciaux comme Maya.

Le calcul de la géométrie est relativement simple. En partant du bord du ruban, l'utilisateur
a défini un point d’attache (py, o), les parametres (aW, b nD 1) permettent alors de
réaliser les sous-découpes, etle code peut évaluer chaque série pour obtenir la position des points
du segment. Pour passer au second segment, il suffit alors de calculer la position et le repere
matériel en fin du premier segment. On itere ainsi sur chaque segment jusqu’a la fin du ruban.

L’intégration de I¥énergie de pesanteur se fait sur le méme principe. L¥énergie élastique (de
Wunderlich ou de Sadowsky) ne dépend que des parametres a, b, n, m et son calcul est plus
simple, car son expression mathématique ne comprend pas de série entiere. Cependant, chaque
segment dépend de son point d’accroche qui correspond a extrémité du segment précédent
(ou alencastrement pour le premier segment). On peut parler de chainage, car chaque élément
dépend de tous ses prédécesseurs. En conséquence, le calcul du gradient est de complexité qua-
dratique, celui du hessien cubique. On note aussi que cette derni¢re matrice est dense.

Un hessien dense n’est pas forcément problématique, cependant les algorithmes de mini-
misation utilisent 'inversion de celui-ci qui est plus efficace sil est creux. De plus on peut ar-
guer que le nombre de degrés de liberté est relativement faible par rapport a ce qu’il serait pour
un modele nodal. Pour quantifier la dimension du probleme, il faut un ordre de grandeur du
nombre de segments. Dans le simple cas de figure présenté dans les premiers chapitres, le ruban
pend a partir d’un simple encastrement, il est seulement soumis a la gravité. Nous rappelons
que par expérimentation numérique, nous avons trouvé que 20 segments par ruban semble étre
une quantité optimale. Le probléme a ainsi une cinquantaine de degrés de liberté.

3.5.2 Choix d’un algorithme de minimisation d’¢nergie

L¥nergie rend le probleme de minimisation ardu, car elle n’est pas convexe. De plus nous
avons une contrainte d’inégalité 2.7. Celle-ci se traduit par une borne sur les variables n® .

2

< — (3:5)

Viell, ,(“)
i €[L,p], |n "

Il existe une grande diversité d’algorithmes pour trouver un minimum local d’une fonction.
Jai essayé un panel représentatif d’algorithmes de minimisation avant de pouvoir trouver une
méthode de résolution robuste. Ces algorithmes sont présentés plus loin dans le texte, on trou-
vera aussi une liste dans le tableau comparatif 3.2. Finalement, le choix sest porté sur la biblio-
theque opensource IporT [WBo6], une méthode par point intérieur utilisant entre autre une
régularisation du hessien et une recherche linéaire, traitant les contraintes d’égalité, d’inégalités,
et les bornes sur les variables °. Jusqu’ici nous n’avons que les bornes (3.5) et aucune contrainte

5. Pour illustrer ce manuscrit, les figures tridimensionnelles ont toutes été générées via le script LUA, puis le
rendu a été fait sous le logiciel Blender.

6. On peut voir ces bornes comme des contraintes, mais la librairie IPoPT requiert des bornes sur les variables
(potentiellement infinies).
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complémentaire. Nous donnons a cet algorithme la valeur, le gradient et le hessien des énergies
et des contraintes s’il y en a. Ces valeurs sont calculées de maniere exacte via les équations ex-
plicitées tout au long de ce chapitre. S’il n’y a aucune difficulté humaine 4 calculer et dériver
Iénergie, due a sa non-convexité cette dernicre reste compliquée a traiter pour un algorithme de
minimisation.

Le travail détude pourla sélection d’un algorithme de minimisation se base sur notre modele
chainé comme présenté dans ce chapitre”. En particulier, le choix de 'utilisation d’IrorT a
historiquement été fait pour cette version du modele, méme si cette option avait pour avantage
d’intégrer facilement des contraintes pour de futures évolutions.

Cetalgorithme a démontré une capacité a résoudre un large éventail de scenarii et a surpasser
les autres méthodes de minimisation selon les deux critéres : absence de divergence et vitesse (voir
la table 3.2).

Pour comprendre le role joué par l'algorithme, une comparaison de différentes méthodes de
minimisation permet d’extraire des éléments jouant un rdle clef :

— Utiliser une méthode du second ordre. On observe systématiquement une convergence

lente pour toute méthode n’exploitant pas I'information contenue dans le hessien.

— Régulariser le hessien pour gérer robustement les cas ot il est singulier ou négatif (pos-
sede des valeurs propres nulles ou négatives).

— Utiliser une recherche linéaire pour améliorer la convergence.

— Finalement, adimensionner le probleme avant de minimiser. Pour les méthodes du se-
cond ordre, nous observons un gain de temps d’un facteur 3 a 10, signifiant que le condi-
tionnement du systeme est amélioré par 'adimensionnement. Cette étape dont les dé-
tails sont donnés au chapitre 4 doit cependant étre réalisée au préalable par 'expérimen-
tateur.

Jaicomparé IpopT, nomméiciIporT-HESS avec cinq méthodes standard décrites ci-dessous.
Chacune correspond 4 une instance d’un algorithme générique de minimisation (Algorithme
1). Pour une compréhension plus complete des différentes méthodes d’optimisation, le lecteur
peut se référer au livre [NWoé].

Algorithme 1 : Algorithme générique de minimisation

Entrées : la fonction & minimiser E, et le point initial (la «graine») x
tant que /e critere de convergence n’est pas atteint faire
A «— matriceSystéme(E, x);
d « résoudreq{A -d =-VE(x)}// Direction de descente ;
@ «— tailleEtape(E,x,d)) // Erape;
X—x+ad

Nous supposons ici que Iénergie est diftérentiable au moins deux fois, ce qui est le cas pour
les rubans. L'opérateur va choisir un point initial x aussi appelé graine. A chaque étape, une
direction de descente d est calculée et le point x est déplacé dans cette direction. Le terme «des-
cente» signifie que dans un voisinage de X, ¥nergie diminue dans cette direction (autrement
dit cette diminution est juste locale.). La fonction tailleEtape peut étre une recherche li-
néaire par exemple. Elle permet d’une part de réguler l'amplitude du déplacement de x afin de

7. On parlera dans le chapitre 5 de modele mixte. La plupart des méthodes de convergence proposées dans ce
chapitre ne gérent pas les contraintes. Le nouveau modele utilisant des contraintes, il n’est pas possible de refaire
les études proposées.
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respecter les bornes des variables si besoin. Et d’autre part elle peut aussi accélérer Ialgorithme
en cherchantun point dans la direction d qui diminue au mieux possible Iénergie. Il faut quand
méme faire attention a ce que la recherche ne soit pas trop cotiteuse pour garder de I'intérét. Le
critere de convergence est souvent basé sur 'amplitude |VE (x)| du gradient de Iénergie; quand
celle-ci est négligeable (par exemple inférieure 3 une valeur seuil), un point critique (par exemple
un point de selle ou un minimum) est probablement atteint.

Méthodes du premier ordre Ces méthodes n’utilisent que la valeur de Iénergie et du gra-
dient pour effectuer la minimisation. L’algorithme standard «descente de gradient» nommé ici
GraDDEsc utilise l'approximation au premier ordre de E autour du point X et suit 'opposé du
gradient de I¢nergie : matriceSystéme renvoie I'identité et tailleEtape vaut 1. Apres les pre-
micres itérations, les méthodes du premier ordre sont malheureusement lentes car le gradient
devient petit autour d’'un minimum.

Méthodes du second ordre Pour augmenter la vitesse de convergence, une approximation
del¥nergie a l'ordre deux peut étre utilisée. Dans ce cas, la fonction matriceSystéme renvoiele
hessien H E (x) de Iénergie. Si nous prenons tailleEtape=1, nous obtenons l'algorithme de
Newton, nommé NEWTON ici. Pres de la solution, erreur |[VE (x)| est petite et la convergence
est quadratique. Cependant, cette méthode atteint un extremum, pas nécessairement un mini-
mum. Elle peut aussi diverger pour diverses raisons : (a) la convergence n’est en général garantie
que pour les fonctions convexes, ce qui n’est pas le cas pour les rubans, (b) 'approximation au
second ordre est locale, si d est trop grand, le nouveau point X peut se retrouver n’importe ot,
et les courbures du ruban seront bien trop élevées, (c) le terme en logarithme H () dans Iéner-
gie de Wunderlich peut diverger si la borne |n| < % n’est pas prise en compte. Notons tout de
méme que ce dernier point n’est pas d’actualité si I'énergie de Sadowsky est utilisée.

Comme l'algorithme original de Newton ne calcule pas nécessairement une direction de des-
cente dans le cas non convexe, nous introduisons une variante nommé ici NEwToNC. Quand d
n’est pas une direction de descente, c’est-a-dire d” HE(x)d < 0, NEwTONC effectue une étape
de descente de gradienta la place d’utiliser d. De plus une recherche linéaire ainsi qu’une vérifica-
tion |n| < % sont utilisées, ce qui concrétement revient  diminuer la valeur de tailleEtape.
La convergence est améliorée dans certains cas, mais algorithme reste souvent bloqué dans des
zones non convexes ol il effectue des étapes de descente de gradient, retombant alors dans la
lenteur d’une méthode du premier ordre.

NEwTONR est défini pour gérer ces régions non convexes. Comme son nom I'indique, cest
un variant de l’algorithme de Newton. La fonction matriceSystéme introduit une régulari-
sation : en plus de calculer le hessien, elle calcule la valeur propre minimale . Si u < 1075, le
hessien est régularisé en lui ajoutant 10|u|I (1 est la matrice identité). Une recherche linéaire
complete la méthode. De cette maniere, Ialgorithme est quasiment aussi robuste et efficace
qu'IrorT-HESss. Il est d’ailleurs probable qu’avec un réglage de parametres plus poussé les deux
méthodes se vaillent.

Méthodes quasi-Newton Comme expliqué en 3.5.1, le cotit de calcul du gradient croit qua-
dratiquement et celui du hessien cubiquement avec le nombre de segments p. Les méthodes
quasi-Newton évitent de calculer le hessien de Iénergie, mais cherchent tout de méme 2 l'esti-
mer. Un exemple bien connu est I'algorithme BFGS [Bro7o] qui construit I'approximation du
hessien 4 partir des gradients successifs du systeme. Le hessien peut ainsi gagner en précision au
cours de I'exécution. Sous ’hypothese de convexité, il est prouvé que I'approximation converge
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‘ Itérations #{E}¢ #{VE}’ #{HE}" temps (sec)
IrorT-HESs | 43 87 44 43 9.8
Irort-L-Brgs | > 10004 15379 1001 0 367.5

a. Nombre d’évaluations de I¥énergie

b. Nombre d*évaluations de gradient

¢. Nombre d’évaluations de hessien

d. Lalgorithme a été arrété 2 1000 itérations, méme si la convergence n’était pas atteinte.

TABLE 3.1 - Pour tester I'utilité du calcul exact du hessien de I'énergie, nous calculons Iéquilibre
d’un ruban avec IPOPT soit en utilisant le hessien réel, soit en demandant a IporT de faire lui-
méme lapproximation du hessien grice a lalgorithme L-BFGS. Nous utilisons un ruban de
longueur £ = 50cm, largueur w = 0.5cm, d%épaisseur & = 0.1mm, de masse volumique p =
2000 kg/m3, de module de Young Y = 1.8 GPa, de coefhicient de Poisson v = 0.5 et de courbure
normale naturelle constante @ = 80 m™!. Le ruban est encastré avec un angle @ = 7 radians
par rapport a l'axe vertical.

vers le véritable hessien. Cependant cette méthode requiert un grand nombre d’itérations dans
notre cas. [POPT nous permet d’utiliser L-BFGS, une variante de BFGS ot le hessien est réduit
a un produit AAT permettant une approximation moins gourmande en mémoire. La aussi le
résultat est insatisfaisant, comme le montre la table 3.1 .

Evaluation des méthodes  La plupart des méthodes citées ne supportent pas les bornes sur les
variables, ou tout du moins il faudrait adapter ces méthodes pour quelles les supportent. Pour
simplifier la comparaison des différents algorithmes, nous supprimons les bornes (3.5). Aussi
nous nous restreignons a I'énergie de Sadowsky pour éviter les probléemes numériques. Méme
si les résultats obtenus ne répondent pas totalement aux besoins, cela permet d’avoir un bon
apercu des éléments clefs pour un bon algorithme.

Nous adimensionnons les quantités physiques par lalongueur et la rigidité de flexion. Concre-
tement, cela revient a fixer D = 1, = 1. Nous choisissons un coefficient de Poisson de v = 0.4.
Me® o Ky =@ C,0n M = plwh
estla masse totale et g = 9.81 m/s? est I'accélération de la gravité. La courbure normale naturelle
est constante, donc la forme naturelle est un morceau d’anneau, le ruban pouvant faire plusieurs
tours sur lui-méme.

Il reste alors seulement deux parametres adimensionnés : I" =

Trois senarii sont envisagés, comme illustré sur la figure 3.5. Les parametres sont choisis pour
que la complexité de résolution soit croissante, ainsi le premier a une faible courbure naturelle
et un faible poids (Ky = —10,I" = 100) quand le dernier est bien bouclé et pesant (Ky =
—100, I' = 7500). La verticale est choisie telle que e, = e,, puis le ruban est encastré avec les

V2 V2

orientations suivantes : t;(s = 0) = "€, + ey et t;(s = 0) = e, formant ainsi un angle de
7 radians par rapport a la verticale. Il faut finalement préciser la graine (un point initial) pour
lalgorithme de minimisation. Nous choisissons la forme naturelle. Pour le premier scénario,
nous divisons le ruban en 10 segments, pour les deux autres en 20 segments.

Les résultats obtenus sont listés en table 3.2. Les méthodes de descente de gradient, Newton
pur, ou le mélange NEwWTONC ne convergent pas vers ['équilibre depuis la forme naturelle. Au

8. Un esprit affuté pourrait arguer que BFGS pourrait fonctionner car il utilise une matrice pleine, la ot L-
BFGS utilise une représentation "compressée”. Cependant dans nos tests, il est possible de régler la taille de la
matrice A. Nous I'avons prise de taille carrée pour se ramener 4 BFGS.
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contraire, les méthodes utilisant le hessien et le rendant positif par régularisation convergent
dans tout les cas. Lajout d’une recherche linéaire réduit parfois la taille de Iétape et permet a
I'algorithme de ne pas envoyer le point trop loin, comme expliqué plus tot.

/

FIGURE 3.5 — Trois cas tests de complexité croissante : (gauche) Ky = =10 et I' = 100, simulé
avec p = 10 éléments, (milieu) Ky = —40 et I" = 1200, simulé avec p = 20 éléments, (droite)
Ky = =100 et I" = 7500, simulé avec p = 20 ¢léments. La forme naturelle est représentée

en violet. Cette configuration sert de graine (d*état initial) pour I'algorithme de convergence.
Les deux tons de bleu servent a distinguer les segments du ruban a I'équilibre. Pour des besoins
de comparaison, I¥énergie de Sadowsky est utilisée. Les comparaisons entre algorithmes sont
présentées dans la table 3.2.

| Méthode | Ky =10,I' =100 | Ky =40, = 1200 | Ky = 100, T = 7500 |

GRrRADDES - (> 500 pas) - (> 600 pas) - (> 600 pas)
Bras 272 pas, 0.5 sec. 506 pas, 6.2 sec. 554 pas, 30 sec.
NEWTON - (diverge) - (diverge) - (diverge)
NewTOoNC - (> 500 pas) - (> 500 pas) - (> 500 pas)
NeEwTONR 14 pas, 0.1 sec. 24 pas, 1.2 sec. 46 pas, 8.6 sec.
IrorT-HESs | 11 pas, 0.09 sec. 23 pas, 0.9 sec. 35 pas, 5.8 sec.
Avuto 30 pas, 0.11 sec. 45 pas, 0.16 sec. 167 pas, 0.9 sec.
SHOOTING 42 pas, 8 sec. 78 pas, 16 sec. 784 pas, 360 sec.

TABLE 3.2 — Mesure de la durée du calcul de Iéquilibre en itérations (pas) et en secondes, sur
les trois scenarii décrits dans le texte et illustrés en figure 3.5 pour divers algorithmes. Parmi les
méthodes appliquées sur notre modele discret (haut du tableau), seul NEwTONR et IPoPT-
HEss sont robustes : tout deux combinent I'utilisation de 'approximation exacte du second
ordre et de la régularisation. Parmi les méthodes de continuation utilisant une formulation forte
des rubans dont nous parlerons dans le chapitre 4 (bas du tableau), AuTO se montre tres rapide
et devance méme nos meilleures méthodes de minimisation (en temps).
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Chapitre 4

Premicres expériences nume€riques : ou
P’on montre la nécessité du modeéle de
ruban

Dans ce chapitre, nous réalisons les premiers tests avec notre modele. Il est assez naturel de
se comparer aux modeles existants afin de se valider. En mécanique, il est classique d’utiliser
une méthode de tir pour résoudre un systeme. Cest ce que I'on utilise dans ce chapitre avec le
modele de Sadowsky pour valider notre implémentation. Par ailleurs, le modele de ruban étant
4 mi-chemin entre un modele de tiges et de coques, il est tout naturel de comparer le modele
de ruban avec ces derniers. On choisira 'utilisation de FENICS-SHELL, une bibliotheque spé-
cialisée dans les modeles a éléments finis, appliquée au modele de plaque de Naghdi [Nag6s].
Le modele de coques étant plus général que le modele de rubans, on sattend a ce que les résul-
tats coincident, avec un cofit de calcul moindre pour notre modele réduit. Pour la comparaison
au modele de tiges, on sappuie sur [CB13], un modele de tiges tres proche de celui des rubans,
puisqu’il a inspiré notre modele avec la représentation par la courbure et la technique des séries
entiéres pour calculer la géométrie. Si les modeles coincident cela montrera alors un intérét li-
mité au modele du ruban puisqu’un simple modele de tige pourrait étre utilisé a la place de notre
modele. Si au contraire, les équilibres calculés different, I'utilisation d’un modele spécifique au
ruban prend tout son sens.

4.1 Adimensionnement

Avant de comparer différents modeles, il convient d’ajouter une étape d’adimensionnement.
Comme nous 'avons évoqué en 3.5.2, 'adimensionnement est une étape importante pour leffi-
cacité du modele numérique, la raison en est assez simple : les valeurs numériques en jeu tournent
autour de I'unité. Prenons par exemple les coeflicients des deux énergies élastique et de pesan-
teur. Nous avons C, = DTW et Cy, = pwhg.Onav € [0,0.5], on estime alors 12(1 — v) = 10.
On peut prendre la masse volumique égale 2 1000 kg.m_?’. Le module de Young peut étre assez
variable selon la rigidité du matériel. Prenons une bande de papier usuelle d’un centimetre de
large, son épaisseur est denviron h = 10~%m, le module de Young Y = 4 109Pa on obtient
C, ~ 107% et C,, = 1072. On se retrouve alors avec deux coefficients petits, ce qui entraine
des difficultés de résolution pour IPOPT : expérimentalement on gagne un ordre de grandeur en
temps apres adimensionnement.

41
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I y a un autre avantage a 'adimensionnement : certains parametres sont liés. Quelques soit
le scénario, on obtiendra les méme résultats via certaines transformations. Il convient alors de
supprimer cette invariance (ou tout du moins de la calculer). Commengons par ramener la lon-
gueur a1, la variable a devient a dans cette nouvelle conﬁguration Ainsi¢ =1, w = {, , 8 = f,

w(s) = w(s)6 &(s) = G(s),n(s) = n(s),x(s) = " erds = &

d ’
On en déduit ' (s) = d"(g) 77( ) -1 ;s) ,soit p'w = 77’ w. Cela nous permet d’adapter

équation de Iénergie de Wunderhch (2 11)

n'w
Dw [1 1 L+ =
Ew=Zp [ |0+ — | =0 ] - 2000+’ ds  (4)
I-=
ou pour Sadowsky :
D 1
s=5 [ |@20+n?? - 2600 + )| s (42)
Pour I¢nergie de pensanteur, on obtient :
1
Ep = phwgt? /0 (£(s). e) ds (+3)

Il ne faut pas oublier la contrainte (2.7) qui reste identique, Vs ‘77’ (5)‘ <=

Nous avons donc trouvé une loi déchelle. Pour trouver I'équilibre, il faut minimiser la somme,
on peut donc diviser Iénergie par un facteur positif D¥ sans modifier les équilibres statiques,

\ hgt3
pour se retrouver avec deux parametres, I” = L g et v. En pratique dans un code non adimen-

sionné, il faut poser £ = 1, adapter la largeur du ruban en conséquence et poser D = 1 puis
p = % Le coefhicient de Poisson ne rentre en jeu que s’il y a une courbure normale naturelle
non nulle.

Remarquons qu'en utilisant I'énergie de Sadowsky, le systéme ne dépend de w que pour la
contrainte (2.7), tandis que la somme des énergies, une fois mise a Iéchelle ne dépend que de
I'. Ce n'est pas le cas avec I'énergie de Wunderlich ot la somme des énergies dépend de w. On
illustre donc par ce point la limitation de l'approximation de Sadowsky.

Ainsi on obtient trois parametres adimmensionnés : I, % et v. Si une simulation n’est pas
adimensionnée, il est toujours possible de faire la conversion a postériori. C'est en particulier
utile pour faire des comparaisons avec 'expérimental ot certains parametres sont limités par des
contraintes physiques. Aussi certains simulateurs ont parfois des spécificités qui imposent un
adimensionnement a posteriori.

4.2 Comparaison aux méthodes de continuation

Pour valider notre modele, nous I'avons comparé a une méthode numérique alternative.
Nous avons ainsi implémenté deux méthodes de continuation, inspirées de [MGN18], qui per-
mettent de résoudre le probléme au bord posé sur les équations diftérentielles ordinaires régis-
sant la statique des rubans avec courbure naturelle. ' Ces méthodes dérivent les équations diffé-

1. Une différence majeure entre la minimisation d’énergie et les méthodes de tir reste cependant la nature des
équilibres : la minimisation comme son nom I'indique cherche les équilibres stables tandis que le tir s’intéresse a
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rentielles du gradient de I'énergie du systeme, dont les détails sont donnés dans 'appendice de
[Cha+20]. A notre connaissance, ce type de méthode n’a jamais été appliquée avec Iénergie de
Wunderlich combinée avec la contrainte d’inégalité (2.7) et la courbure naturelle. En ce sens,
cette méthode est moins générale que la noétre, et nous nous contentons donc de Iénergie de
Sadowsky sans contrainte, afin d'opérer une comparaison avec notre méthode.

La premiere méthode utilisée est une méthode classique de tir. Les équations différentielles
sont intégrées avec un solveur du logiciel MATHEMATICA, et les inconnues sont trouvées grice
au solveur numérique de recherche de racines. Cette facon d’opérer est facile 2 mettre en place,
mais n’est pas robuste.

La seconde méthode de continuation se base sur la bibliotheque Fortran Auto [DKKora;
DKKo1b; DOr2]. La discrétisation spatiale est basée sur la collocation orthogonale sur des poly-
noémes de Lagrange de degré NCO L utilisant NT'ST segments. Une fois discrétisée, le probleme
aux limites prend la forme d’un systéme algébrique non linéaire de taille NDIM x NCOL X
NTST,otu NDIM estlataille du systeme diftérentiel (dansle cas présent NDIM = 20). Le tout
est résolu avec une méthode de Newton-Chord utilisant la différentiation numérique pour le
calcul du jacobien (Iéquivalent du hessien dans formalisme de la minimisation).

Nous comparons la configuration d¥équilibre obtenue
par notre méthode 2 celle obtenue par la méthode de tir. Les
parametres utilisés sont : épaisseur & = 0.1 mm, largueur
w = 1.5 cm, longueur € = 50 cm, courbure naturelle w = 30
m~!, masse volumique p = 1000 kg/m?’, coefficient de Pois-
son v = (.5, et module de Young ¥ = 1.8 GPa. Les formes
calculées a I'équilibre via les deux méthodes, tracées sur la fi-
gure 4.1, sont identiques, ce qui valide notre approche sur le
modele de Sadowsky.

A noter que contrairement 2 la méthode de tir qui peine
a converger des que la courbure naturelle du ruban est éle-
vée, notre modele converge en quelques secondes seulement,
méme pour une courbure naturelle élevée de Ky = wfl =
100.

Reprenonsle tableau de comparaison 3.2 des trois scenarii
illustrés sur la figure 3.5. Cette fois nous cherchons a obtenir
les équilibres stables par continuation.

Dans les routines de continuation, Ky est directement
fixé a sa valeur cible et I" est progressivement augmenté de 0 a
lavaleur désirée. Pour chaque valeur intermédiaire de I' équi-
libre est calculé. Dans AuTo on utilise un polynéme de degré )
NCOL = 4 et NTST = 10 éléments pour le premier sce- FIGU.RE 41 = Fa meme confi—
nario, NTST = 15 éléments dans le second et NTST = 35 guration trouvee par notre me-
éléments dans le troisitme. Comme affiché dans la table 3.2, tbOde (enbleu)etla méthode de
la méthode de continuation AUTO reste la plus rapide méme  UF (en vert).
si le nombre d’itérations requis (c’est-a-dire les valeurs inter-
médiaires de I" utilisées) est supérieur au nombre d’itérations requises par la minimisation.
Ainsi AuTo se montre plus performant que notre meilleur algorithme de minimisation

toute configuration critique (c’est-a-dire équilibres stables et instables). Nous nous restreignons donc aux équilibres
stables dans la comparaison.
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FIGURE 4.2 — Comparaison de notre méthode (en bleu) avec le code éléments finis FENICS-
SHELL (5 rapports largueur/épaisseur augmentant avec une échelle de couleur grise), sous trois
points de vue. Le scenario est repris de la partie 3.5.2. On voit le code éléments finis converger
vers notre méthode quand Iépaisseur devient négligeable devant la largeur.

sur le probleme de Sadowsky, spécialement avec un grand nombre déléments. Cependant, ap-
proche par continuation ne peut pas facilement gérer les contraintes d’inégalité. En particulier,
la contrainte (2.7) du modele de Wunderlich est difficile 2 mettre en place. A notre connaissance,
seul [MHig] a proposé un moyen de traiter cette contrainte par une méthode de continuation
en ajoutant un terme de régularisation a Iénergie de Wunderlich. Les auteurs reconnaissent ce-
pendant que cette solution ad-hoc perturbe I'quilibre du ruban quand la largeur w augmente,
ce qui la rend utilisable pour une largeur assez petite. Pour les rubans plus larges, la contrainte
de Wunderlich devient cruciale, et nous montrons plus tard que son absence peut mener a une
divergence du code. Notre méthode au contraire est plus versatile et peut traiter cette contrainte
correctement.

4.3 Comparaison a un modéle de coque

Nous avons également comparé notre modele 2 un modele de coque mince discrétisé par
éléments finis. Cette comparaison réutilise le plus simple des scenarii présenté de la partie 3.5.2,
illustré en figure 3.5 a gauche, cest-dire que la courbure normale naturelle adimensionnée du
ruban est fixée a Ky = 10, le parametre physique adimensionné est I = 100, v = 0.4. Il faut
définir une dimension au ruban puisque les méthodes éléments fini Sappuient sur un maillage.
En théorie ce choix est inclus dans le coefficient I". Pour I'énergie de Sadowsky, le ratio % n’a pas
d’influence tant que la contrainte (2.7) n’est pas active. Le choix est fait de prendre 7 = 0.03.
Le maillage triangulaire est une grille réguliere de 100 X 4.
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Durée de la convergence avec FENICS-SHELL

Durde —eo—

0 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

largeur ()

FIGURE 4.3 — Temps de convergence pour FENICS-SHELL selon I¥paisseur. La description de
lexpérience est en section 4.3.

Nous utilisons le mod¢le de Naghdi [Nag63], codé en Python avec la bibliotheque FENICS-
SHELL * pour calculer un équilibre. C’est un modele général de coques fines basé sur une surface
combinée avec directions transverses rectilignes mais non nécessairement normales  la surface
(nommé couramment hypotheses cinématiques de Reissner-Mindlin). Les modeles de ruban
élastiques dérivés pour des structures respectant la relation £ > w > h, viennent de la théorie
des coques ou I'énergie d’extension et de cisaillement sont supprimées, puis I'énergie de courbure
estintégrée surlalargeur w. Dans [MGN18] il est montré que la comparaison avec 'expérimental
fonctionne bien pour un ratio 3 grand, typiquement 3= > 70, mais échoue a reproduire le
comportement de la structure pour de petit ratios 7 < 30.

Expérimentalement, les codes éléments finis sont souvent soumis a un probleme de ver-
rouillage et peuvent difficilement calculer Iéquilibre d’une structure si celle-ci est trop fine.
Pour calculer Iéquilibre, nous augmentons progressivement et linéairement la courbure natu-
relle Ky, puis la gravité I". Nous utilisons s largeurs : % € {10, 20, 50, 100}. La convergence
prend alors en quatre et dix minutes (illustré en figure 4.3). En comparaison, notre modele met

0.2 secondes, soit trois ordres de grandeur en moins.

Les résultats sont montrés en figure 4.2. On voit les différentes étapes de convergence. On
constate effectivement un réle important de I¥épaisseur et finalement la concordance lorsque
Iépaisseur tend vers zéro. Donc nous validons ici aussi notre approche. On reproche cependant
au code de FENICS-SHELL d’¢tre lent par rapport a notre approche (plusieurs minutes contre
environ une seconde) ?. Ainsi, pour simuler un ruban inextensible élastique, notre modele ré-
duit montre une belle efficacité.

2. https://fenics-shells.readthedocs.io/en/latest/
3. Il fautici relativiser les propos. Notre comparaison ne montre pas que FENICS-SHELL est mauvais 2 priori.
En effet, c’est un code de coques donc il traite des scenarii plus généraux qu’un ruban d*épaisseur négligeable.
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4.4 Simulation d’une anglaise et comparaison au mode¢le
des tiges

Il est habituel d’utiliser un modele de tige de Kirchhoft 4 section rectangulaire pour simu-
ler un ruban. Néanmoins, il a été montré que le modele de ruban génere des configurations
statiques qui peuvent étre tres différentes de celles engendrées par un modele de tige [DAis;
MGNI8]. En effet, dans le cas des tiges la surface est bien réglée, mais les régles sont orthogo-
nales a la centerline et la courbure géodésique est libre au lieu détre nulle. Cela constitue une
différence majeure entre les deux modeles : la surface par un modele de tiges n’est pas dévelop-
pable.

Pour simuler une tige de Kirchhoft, nous utilisons le modele discret en super-clothoide [CBr3].
L¥énergie de gravité est la méme pour la tige et le ruban (d1 & notre approximation faite de 'équa-
tion (2.10) 4 (2.9)), donc seule Iénergie élastique differe.

La matrice de rigidité pour une tige a section rectangulaire est :

YI, O 0
K=| 0 YD 0
0 0 2(1+v) a0
(2k+1) iw
s hdw oy _ hw 192 h tanh == _ 1,73
ouly = F5, Io = H5,etJ = Jy [ Zk S0 T ar)s | Avee Jo = 3wh” [Luros]. Les
termes de cette série étant en O , sa somme partielle converge rapidement : avec moins de

10 termes, la précision numerlque est celle de la machine. L¥nergie élastique s*écrit alors :

/ 7(1 1(K1 — a)) + 7(2 2K2 + 7(3 3K3ds

De maniére  recaler la rigidité de courbure Y11 du modele de tige sur son équivalent pour les
rubans Dw, nous multiplions Y I; par 7. Les deux modeles ont alors la méme rigidité par
rapport 4 la flexion normale.

Pour tester cette comparaison, nous simulons une anglaise, c’est-a-dire un ruban recourbé
plusieurs fois sur lui-méme et qui pend sous son poids propre. Pour une meilleure comparaison,
nous allons faire varier la longueur du ruban. Notons que cela ne veut pas dire que la longueur
change dynamiquement, mais que nous réalisons un calcul déquilibre pour une longueur fixée.
Nous choisissons les dimensions suivantes : longueur € € [1, 50] cm, largeur w = 1 cm, épais-
seur £ = 0.1 mm et les parametres physiques suivants : masse volumique p = 1000 kg m3,
module de Young Y = 1.8 GPa, coefhicient de Poisson v = 0.5, l'accélération de la gravité
g = 9.81 m s°. La courbure normale naturelle est fixée 2 @ = 60 m™!, le ruban dans sa lon-
gueur maximale fait donc environ cinq tours sur lui-méme dans sa configuration naturelle.

Numériquement, la structure est divisée en 20 segments, et nous choisissons une conﬁgu—
ration initiale o1 le ruban est parfaitement plat et horizontal. Pour calculer I'équilibre de la tige,
nous utilisons le mode¢le de super-clothoides [CBi3]. Celui-ci est en effet proche de notre modele
du ruban car il sous divise la tige en segment a laquelle il associe une courbure, et la géométrie est
aussi résolue par des développements en séries entieres. De plus le code est disponible en ligne *.
Il faut cependant adapter le code qui est dynamique pour faire du statique : nous attendons

4. http://bipop.inrialpes.fr/"casati/publications/codes/ssc.html
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simplement assez d’itérations pour que la tige ne bouge plus. Il a tout de méme fallu adapter le
code pour changer la section de la tige qui était elliptique pour une forme rectangulaire, mais
cela revient juste a adapter le calcul de la matrice K.

Quelques résultats sont présentés sur la figure 4.4, ot quelques étapes caractéristiques montrent
lasuperposition du modele de ruban en bleu avec le modéle de tige en orange. A petite longueur,
énergie élastique domine et le ruban adopte une forme proche de sa courbure naturelle. En-
suite, a partir de 5 cm, la gravité n’est plus négligeable, mais la torsion géodésique reste élevée
et le ruban se déplie mais reste dans le plan. Finalement 4 partir de 29 cm le ruban bascule hors
du plan et la torsion apparait. La tige colle au ruban tant que celui-ci reste dans le plan, ce qui
n’a rien d’extraordinaire puisque I'énergie concernant la courbure normale est identique pour
les deux modeles. Quand le ruban est grand des différences notables apparaissent. Le modele de
Kirchhoft échoue a capturer la developpabilité de la surface.

A - 7 C: 7 c:: )1 3‘ J /
- ~ ,‘i E 4

2 /v N

=

9.4 cm 21.4 cm 21.8cm 29 cm 29.4 cm 35.8 cm 42.2 cm

FIGURE 4.4 — Comparaison des équilibres engendrés par le modele des rubans (en bleu) et ce-
lui des tiges a section rectangulaire (en orange) pour des longueurs de structure croissantes. Les
deux modeles coincident quand Iéquilibre est planaire (£ < 29 cm), mais diftérent substantiel-
lement quand la torsion entre en jeu.

Léchec du modele de tige a reproduire le comportement du ruban est assez prévisible. Tout
d’abord par définition une tige posseéde une section dont les dimensions caractéristiques doivent
étre proches, or pour un ruban, par définition 1 < w, donc ce n’est pas compatible. Ensuite si
la section d’une tige est rectangulaire, ce n’est pas le cas pour un ruban. En effet, la coupe d’'un
ruban est rectangulaire le long d’une régle, mais la section orthogonale 4 la centerline, n’est en
général pas rectangulaire. Finalement, la courbure dela centerline d’une tige n’est pas contrainte.
Donc il est probable que le minimum d’énergie sans les contraintes du modele ruban sur la
courbure soit plus bas quavec les contraintes.

On pourrait alors tout de méme se demander si un modele de tige plus général pourrait
mieux approcher le comportement d’un ruban. De maniere caricaturale, le modele de ruban
est un modele de tige puisque sa caractérisation est faite le long d’une courbe (sa centerline).
Cependant si l'on considere que les trois courbures doivent étre libres on peut penser qu’il faut
ajouter la possibilité de cisaillement de la section. Le modele d’Antman [Anty4] introduit cela.

Les détails du modele d’Antman ne sont pas présentés ici, le lecteur peut se référer a I'an-
nexe B de [Cha+20] pour retrouver les équations constitutives du modele. Cependant, nous
présentons les résultats d’une expérience comparative avec le modele de tiges de Kirchhoft et
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FIGURE 4.5 — Comparaison des modeles de tiges d’Antman, Kirchhoff et du modele de ruban
5 . \ /o w_ 1 h _ 1 _ _
avec Iénergie de Sadowsky. Les parametres expérimentaux sont 7 = =5, ;- = 150 Ky = wl =

10, v = 0.4. La quantité \/ y2(s =€) + z2(s = {) correspond 1 la distance entre les deux ex-
trémités du ruban dans le plan orthogonal 4 la gravité. Voir aussi 4.6 pour une illustration des
équilibres avec I" = 80.

le modele de ruban avec Iénergie de Sadowsky. Le ratio % est fixé 2 % et %

normale adimensionnée 1 la constante Ky = w€ = 10, le coefficient de Poisson v = 0.4. Pour
la comparaison nous tragons les graphes (I, \/ y2(s =€) + z2(s = £)), soit la distance entre les
deux extrémités du ruban dans le plan orthogonal 4 a gravité en fonction de I” que nous faisons
varier de 0 4 100. Un exemple d¥équilibre pour les trois modeles avec I" = 80 est présenté en
figure 4.6. Sur la figure 4.5 on remarque la superposition des courbes des deux modeles de tiges,

a %, la courbure

quand la courbe du ruban avec Sadowsky est nettement différente.

Cet échec a retrouver la forme du ruban n’est pas étonnant. En effet, I'espace des déformées
par le modele de tige enrichi est bien supérieur a celui du ruban. En effet, le modele de tige
classique est déja plus riche puisque qu’il y a trois courbures le long de la centerline au lieu de
deux pour le ruban. Si 'on ajoute le cisaillement en plus, cela ne peut qu'enrichir I'espace des
déformées.

4.5 Expérience de la poutre console

Une expérience bien connue en mécanique des objets élastiques est utilisée pour estimer les
parametres matériaux. Une poutre élastique est encastrée horizontalement avec un bord libre.
Sous l'action de la gravité, le rapport des dimensions suit une courbe théorique spécifique en

hw3 . )
L8 DW ), comme illustré sur la

fonction d’un parametre adimensionné gravito-courbure (I" =
figure 4.7.
Pour comparer les prédictions de notre code a I'expérience, nous utilisons des simulations

de rubans naturellement plats, de largeur w = 5 cm, de densité p = 1200 kg/mS, d’épaisseur
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FIGURE 4.6 — Comparaison des modeles de tiges d’Antman, Kirchhoff et du modele de ruban
avec Iénergie de Sadowsky. On illustre ici Iéquilibre avec les parametres 7 = 3—10, % = %,
I' = 80, Ky = wl = 10, v = 0.4. Les couleurs des différents modeles sont identiques au
tracé figure 4.5, noir pour le ruban, rouge pour Kirchhoft et marron pour Antman. Puis nous
rajoutons la forme naturelle en violet. Pour bien visualiser la superposition, nous alternons le

tracé de la tige entre les modeles de Kirchhoft et d’Antman.

h = 1 mm et de coefficient de Poisson v = (.5 fixes. Le module de Young Y est choisi dans
Iintervalle [0.5—10] MPaetlalongueur £ du ruban dansI'intervalle [5—90] cm. Au total, nous
effectuons 2500 simulations numériques. De plus, nous résolvons les équations pour lelastica
plan avec la rigidité de flexion D = % Enfin, Victor Romero nous a fournis les donnés
expérimentales qu’il a produites en laboratoire, telle que celle illustrée figure 4.8. La figure 4.7
compare simultanément toutes ces approches (numérique, théorique et expérimentale) lorsque
l'on calcule le rapport des dimensions du ruban en fonction de I'.

On observe une tres bonne correspondance entre notre modele numérique, le modele de
Ielastica, et I'expérimental. Il est assez remarquable d’obtenir les bonnes précisions méme avec
une valeur de I élevé et seulement p = 20 segments. On peut se référer & [Rom+21] pour
retrouver les résultats de cette expérience pour d’autres codes et modeles. On constate que ce
scenario bien qu’en apparence simple n’est pas facile 4 traiter en général. Ainsi certains modeles
montrent leur faiblesse vers I" = 10%. La facilité 2 capturer le bon comportement est sans doute
due au choix d’utiliser la courbure normale w (et la direction de la régle) comme degré de liberté.
Il est ainsi aisé de représenter une forte courbure et un fort ratio %, alors qu’une représentation
nodale nécessité beaucoup de points vers l'encastrement pour capturer la courbure.
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Expérience de la poutre console

: Modeleruban
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FIGURE 4.7 — Rapport y/x de Iétendue de la déformée de la poutre, en fonction du parametre

de gravito-courbure I', évalué de trois manicres : par le calcul de lelastica plan (en noir), par

notre modele numérique de ruban (en rouge), et par une série d’expériences (en bleu). Aussi on

ajoute la limite pour des petits I', & = % etpourlesgrands I', 2 = /5

r

Side View Front Viev'v_

FIGURE 4.8 — Expérience de la poutre console : le ruban expérimental (en gris foncé) est fixé

horizontalement d’un c6té et tombe sous son propre poids. La prédiction de notre modele (en
bleu) est projetée sur 'image réelle pour comparaison. Le ruban réel est découpé dans une feuille
de PET (Polyethylene terephthalate), avec comme dimensions 29cm X 3cm X 0.143mm. Expé-
rience réalisée par Victor Romero.
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Chapitre s

Vers un mode¢le mixte

Dans ce chapitre, nous commencons par ajouter la possibilité d'encastrer les deux extrémités
du ruban. Nous illustrons un cela par un exemple en figure s.1. Pour cela, il faut rajouter des
contraintes au probleme. Le choix de celles-ci n'est pas anodin et peut méme étre une raison
d¥chec de convergence pour l'algorithme de minimisation.

Avec un double encastrement, le nombre de segments requis augmente, car certaines formes
peuvent avoir des courbures assez spécifiques en certains endroits, comme le ruban de Moe-
bius que nous traiterons en section 6.1.1. Malheureusement, dans les chapitres précédents, nous
avons vu que la complexité du calcul du hessien est cubique en le nombre de segments, et celle
du gradient est quadratique, ce qui est assez coliteux. En comparaison, quand la géométrie est
nodale, le calcul du systeme est de complexité linéaire. Et méme si le hessien a une taille quadra-
tique, sa forme creuse permet de conserver une représentation linéaire. Dans nos expériences
au chapitre 3, le nombre de segments utilisé est cependant assez faible pour que cela ne soit pas
génant (de 'ordre de 20 segments). Ainsi chaque calcul déquilibre prend un temps négligeable,
clest-a-dire, de I'ordre de la seconde. Mais avec Ienrichissement du systeme, ce n'est plus le cas :
on monte parfois 4 100 segments comme on verra dans le chapitre 6. De plus un systeme creux
est souvent plus facile 4 traiter pour le solveur. Ainsi comme illustré en figures 5.2 et 5.4, il faut
trouver une méthode pour pallier ce probleme.

Pour tirer parti du meilleur entre modele nodal ou élément de haut degré, nous développons
dans ce chapitre une formulation mixte : on considere chaque segment séparément et on relie
les différents segments par des contraintes. En ce sens mixte signifie modele basé sur la courbure
et nodal : chaque segment a une position et une orientation spécifiées au point de début et des
degrés de liberté basés sur la courbure pour spécifier la forme du segment. La complexité du
calcul du systeme qui en résulte devient linéaire. En contrepartie, I'algorithme de minimisation
doit gérer les contraintes de raccordement entre les segments. Ainsi, il n’est plus question de
continuer a développer une méthode maison telle que NEwTONR (voir la sous-section 3.5.2),
alors qu’IPOPT est capable de gérer efficacement les contraintes. Pour lever une ambiguité de
vocabulaire, on nommera 'ancien modeéle « modéle chainé » et le nouveau « modéle mixte ».

5.0 Encastrer les deux extrémités du ruban

Nous avons choisi depuis le début de représenter le ruban par sa courbure. Ainsi, pour re-
présenter un ruban, il faut spécifier I'un des encastrements pour un bord du ruban. Puis I'inté-
gration grice a nos fonctions de bases w et i permet de calculer la position et 'orientation de

53
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FIGURE 5.1 — Une expérience simple de double encastrement. Le ruban orangé décrit un arc de
cercle parfait et sert de graine a I'algorithme de minimisation. Il n’est pas encastré 4 sa fin, c’est-
a-dire a gauche. Les deux reperes servent d'encastrement au ruban et la fleche orange indique la
direction de la gravité. Le ruban bleu est la forme a Iéquilibre. Pour cette expérience, on a utilisé

_ 1 - =
w = L1 =100,v = 0.35.

lautre bord. Par commodité, nous appelons cet autre bord « fin du ruban », ce qui prend sens
vis-a-vis de l'abscisse curviligne s. Cette fin du ruban est calculée par la composition de fonc-
tions calculées par des séries entiéres soumises aux problemes de compensation catastrophique.
II semble alors complexe de vouloir trouver un jeu de degrés de liberté qui permettrait de res-
pecter automatiquement un encastrement aux deux bords du ruban. Ala place, introduire des
contraintes mathématiques dans le probléeme d'optimisation est un choix naturel, d'autant que
ce type de probleme est connu et le solveur IPOPT sait le traiter.

Lensemble des degrés de liberté du systeme forme un vecteur x € R" aussi appelé point du
systeme. Nous représentons le calcul de 'extrémité du ruban par les fonctions v : R +— R3 et
G : R" — 803 qui dans l'ordre représentent la position et le repére matériel en fin du ruban.
Ces deux fonctions sont, rappelons-le, non-convexes. Ni leur gradient, ni leur hessien n’est nul.
En définissant 'encastrement désiré (u, H) en fin de ruban, il faut résoudre la minimisation
de I¥nergie sous les contraintes v(x) = u, G(x) = H. En pratique, les contraintes sont sous
la forme f(x) = 0 ou f est une fonction a valeur dans R. Ces fonctions pourront alors étre
rassemblées dans un vecteur.

Pour gérer la position en fin de ruban, nous choisissons d’utiliser trois contraintes :

V(X)) —uy =0 (5-12)
vy(x) —uy, =0 (5.1b)
vo(x) —u; =0 (5-1€)

Pour gérer le repére matériel en fin de ruban, on propose deux jeux de contraintes possibles,
soit :

(Gx(x),H,) -1=0 (5-2a)

(Gy(x), Hy> -1=0 (5.2b)

(G;(x),H;)-1=0 (5-2¢)
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soit :
(G.(x),H,) =0 (5.32)
(Gy(x),Hy) =0 (5:3b)
(G.(x),H,) = 0 (53¢)

On peut interpréter les contraintes de la premi¢re option (s.2), par l'alignement des méme axes
des deux reperes (car les vecteurs correspondant sont unitaires). Pour la seconde option (5.3),
on demande aux axes différents des reperes d’étre orthogonaux. La premiére option semble plus
«naturelle». Pour la seconde solution, on se retrouve avec un probléeme de non-unicité de la
solution, par exemple la rotation de la matrice H, G(x) = (-H, —H; H,) est une solution
a(5.3). On s¥étonnera alors que ce soit cette option que l'on retienne. Montrons pourquoi.

Concentrons-nous sur la premiere composante de chaque option : k1 (x) = (G, (x), Hy) —
letko(x) = (Gx (%), Hy>. Le probleme d'optimisation s¥écrit alors « Minimiser E(x) sous la
contrainte k; » ot 7 correspond au choix de la contrainte. Classiquement, on résout le systéme
Vi (E(x) = (4,k; (x))) = Oenxeten A. Il forme ce quion appelle les conditions d’optimalité.
En observant de plus pres, la composante du gradient selon A impose juste que la contrainte
k;(x) = 0 soit respectée. Dans ce qui suit, on ignore cette composante, car ce n’est pas le point
problématique dans le choix des contraintes, le systeme considéré est Vy (E(x) — (4, k; (x))) =
0.

On appelle communément A le multiplicateur de Lagrange. Ici A est un réel, mais s’il y a
plusieurs contraintes, il devient un vecteur de taille égale au nombre de contraintes. Nous en
reparlerons plus tard car il peut étre interprété comme une force lorsque la contrainte est une
longueur. Maintenant, il faut pouvoir calculer A de maniere unique. Dans notre cas ottil n’y a
qu’une seule contrainte, la solution au probleme est unique si le gradient de la contrainte Vik;
n’est pas nul. Numériquement A diverge quand le gradient est négligeable. On se doute bien
que le gradient de la contrainte n'est pas toujours nul dans le cas du ruban, mais il peut I'étre
quand la contrainte est respectée. De maniére plus générale, s’il y a plusieurs contraintes, pour
que le systeme n’ait qu’une solution, le jacobien du vecteur des contraintes doit étre injectif .
On dit aussi (par abus de langage) que les contraintes sont linéairement indépendantes *.

Pour vérifier si le gradient est nul ou non, on utilise une propriété géométrique sur un vec-
teur normé.

Propriété : Soit u(a) € R" un vecteur normé dépendant d’une variable @ quelconque.

Alors, la dérivée de u est orthogonale a u.

Onnoteu(a) L dl;gl) ,le symbole L indique que les deux quantités sont orthogonales, ou

de maniere équivalent que leur produit scalaire est nul.

Démonstration : On regarde 'ordre 1 : u(a + da) = u(a) + da/dl:l—(aa). Le calcul de la

norme au carré i Pordre 1 donne alors |[u(a +da)||?> = (u(@),u(a)) + 2 <u(a), dl;g’)> =

lu(a) | +2 <u(a), dl;gya) > Comme u est normé, <u(a), dl:l(aa) > = 0, clest-a-dire que la dérivée

de u n’a pas de composante selon u. O
Nous appliquons cette propriété au vecteur G, qui est bien normé puisque G(x) € SO3

1. Par exemple, on tomberait dans le cas d’un jacobien non injectif si 'on contraignait les neufs coefficients du
repére matériel, car une matrice de SO3 n’a que trois degrés de liberté.
2. Ce sont les gradients des contraintes qui forment une famille de vecteurs linéairement indépendants



56 CHAPITRE 5 — VERS UN MODELE MIXTE

avec comme variable, n’importe quelle composante de x :

Vi Gy L L0 (54
Xj

Considérons un point X* respectant la contrainte k;(x*) = 0. Cela n’implique pas que
Iénergie soit minimale, mais suffit a souligner une difficulté de résolution. Nous allons dévelop-
per les fonctions autour de ce point. Utilisons alors X = x —x* pour effectuer le développement
\ . - dGy(X) - - . p ,
a lordre 1 suivant : G (X) = Gy (x*) + X d%}ix)xk + 0(X). La contrainte étant respectée,

G, (x") = H,.

ka

Cask; Lecalcul du gradient au point donné est Vyk1 (x*) = (< dG.(x) ,H x>)k' Ainsi d’apres

la propriété (s.4), Vxki (x*) = 0. Cest le cas que 'on cherche a éviter, donc I'utilisation de cette
contrainte est a proscrire.

Casky De méme, le calcul du gradient donne Vyka(x*) = (< 4G (%) , Hy>)k. En pratique,

ka
. . . dG (%) L . ) .
ce résultat peut étre nul si — == est colinéaire a H. Du fait de la construction de la fonction

G par composition de fonctions et du calcul par séries entieres, le résultat est assez compliqué a
montrer.
Nous pouvons "intuiter” une raison en utilisant un ruban tres court : avec un unique seg-

ment de longueur ds. Ona G = R(ds) et quand la condition est respectée H = R(ds). On
se concentre uniquement sur les parametres b et m. On calcule a = <%,Eds), Ry(ds)> ou k

représente b ou m. En se plagant a 'ordre 1, on ignore les termes en ds?:

d b ds
ay = T RO)[I+|[ O 0 ,R,(0)
mb o 0

Ainsi @y = kds, pour peu qu’une des deux valeurs b et m ne soit pas nulle alors Vyiko (x¥)
n’est pas nul. On suppose qu'en général ce ne sera quasiment jamais le cas. En pratique, I'uti-
lisation de cette contrainte ne pose pas de soucis. Au contraire en utilisant les contraintes (5.2)
(cas k), la convergence avec IPoPT devient environ trois ordres de grandeur plus lente, voire
impossible dans certains cas.

Le probleme des contraintes de type ko est la non-unicité des solutions. Comment tomber
sur la bonne solution ? Heureusement les solutions sont des points éloignés les uns des autres.
Il faut que la fin du ruban pivote de % pour changer de solution. A priori, la solution ne devrait
donc pas sauter entre les solutions pendant la minimisation. On ne peut plus donner n’importe
quel point de départ (graine) et demander a IPoPT de trouver une solution. Il faut guider la
convergence en utilisant un point initial judicieux, voire progresser par étapes en posant plu—
sieurs problémes de minimisation successifs : la solution d’un probleme va donner un point
initial a la seconde et ainsi de suite. C'est ce qu’on appelle le warmstart.

5.2 Un modé¢le mixte pour plus de vitesse

La figure 5.4 indique qu’un bon choix de contraintes pour l'encastrement en fin de ru-
ban n’est pas suffisant pour garantir une bonne convergence. Intuitivement, les fonctions H
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et u sont trop complexes pour résoudre la contrainte. Mais parallelement a Iélaboration de
contraintes d’encastrement de fin du ruban, une idée similaire nait : « Pourquoi ne pas traiter
les segments indépendamment et les relier avec des contraintes ? ». L'encastrement en début de
segment joue le role de I'encastrement de la fin du segment précédent. Le systeme devient creux
et sa complexité de calcul linéaire. Cela permet d’augmenter le nombre de segments le long du
ruban. Aussi l'algorithme de minimisation fonctionne mieux, car le syst¢me devient plus facile
a résoudre, comme le montre la figure s.4.

Pour ce faire on se base sur la section précédente qui nous indique un jeu de contrainte pour
aligner les reperes matériels entre les segments, mais cela n’est pas suffisant. Il faut bien choisir
les degrés de liberté de chaque segment.

Chaque segment est caractérisé par :

— une position r(0) et un repere matériel R(0) pour le placer et 'orienter dans lespace.
Concretement, c’est 'encastrement du ruban défini soit par l'opérateur comme précé-
demment soit par le segment précédent.

— sa courbure normale et la direction des génératrices le long de la centerline pour décrire
sa forme. On ne modifie pas les choix précédents, et on reprend les quatre degrés de
liberté : a, b, n et m.

— sa courbure normale naturelle, idem on reprend une représentation linéaire de celle-ci
sur chaque segment.

Jusqu’a présent la position et le repere matériel étaient calculés depuis I'encastrement en
début de ruban. Tout les calculs ont été faits sont forme matricielle. La question de la représen-
tation de ces deux quantités n’avait donc pas vraiment d’intérét : nous manipulons des matrices
donc nous utilisons des matrices. Mais maintenant, nous voulons les expliciter en tant que de-
grés de liberté dans notre systeme. Il n’y a aucune raison de ne pas représenter la position par
un vecteur de R3. Cependant, le repére matériel est un élément de SO3. Il ne possede donc
que trois degrés de liberté, le choix de sa représentation n’est donc pas évident. Citons les trois
représentations les plus classiques :

— Sous forme de matrice de rotation. Cependant, une telle matrice possede neuf coefh-

cients, il faudra donc ajouter six contraintes pour forcer la matrice a appartenir 3 SO3.

— Sous forme de quaternions. Les quaternions sont bien adaptés pour représenter un
repere, mais ils ont quatre degrés de liberté, il faut les normaliser ce qui rajoute une
contrainte, et dans la plupart des calculs du chapitre 3 il faut calculer la forme matri-
cielle du repere. Ce calcul est simple a faire, mais rajoute une couche de calculs supplé-
mentaire et va donc complexifier le travail d’IpopT. Pour éviter cela, il faudrait adapter
les équations (3.4) a l'utilisation des quaternions, c’est-a-dire dériver une série simple en
prenant en compte les problemes de compensations catastrophiques.

— Sous forme d’angles d’Euler. La représentation matricielle correspond alors a la multi-
plication de trois matrices de rotations ayant chacune un axe fixe (par exemple e,, e,
e;) et un angle libre. Cette solution semble étre idéale, car il ne faut pas la coupler a des
contraintes, et elle pourrait tres bien sadapter aux séries entieres. Cependant, cette re-
présentation pose un probléme : le blocage de cardan. C’est une configuration ot I'un
des degrés de liberté est perdu, cest-a-dire un des angles de rotation ne modifie pas la
matrice. Ce blocage peut arriver pour certaines directions d’encastrements par exemple.

Ainsile choix de représentation s'est finalement porté sur les matrices. Il faut donc choisir six
contraintes pour forcer 'appartenance de la matrice 4 SO3. En utilisant la définition de repere
orthonormé on discerne rapidement un choix de contraintes : trois pour normer les colonnes
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et trois pour les rendre orthogonales. Sur la matrice F on obtient le systeme

<Fx’ Fx> -1=0 (5~Sa
(Fy,Fy)=1=0 (s-sb
(F,,F,)-1=0 (s.5¢

(Fy,Fy) =0 (s.sd

(Fy,F.)=0 (s-se
(F.,Fy) =0 (S.Sf

On peut en particulier remarquer que ces contraintes sont convexes, donc trés faciles a gérer.
Il ne faut pas confondre ces contraintes avec (s.2) et (5.3) . Le seul détail reste que le repere peut
ainsi étre indirect. Comme pour 'encastrement en fin de ruban on va supposer que si le systeme
est bien initialisé (warmstart) la solution ne va pas sauter vers une solution qui ne convient pas
(il faudrait que toute une colonne soit multipliée par un facteur —1 par exemple).

Chaque segment possede donc 16 degrés de liberté et 6 contraintes. Il faut relier ces seg-
ments. Les besoins pour ce faire ne sont pas nouveaux. On rappelle que pour une surface lisse,
la direction des regles 17 doit étre continue (figure 3.2), w aussi. Ces deux besoins se traduisent
par une contrainte linéaire. Les deux nouveautés sont en revanche le raccord des positions et des
reperes matériels, qui sont tres similaires 4 ce que 'on a vu dans la section s.1. On construit ainsi
entre les segments i et i + 1 le systeme de contraintes :

pl+D) _ ) _ 40 p(0) — (5.6)
m D _ () _ () p0) — (5.6b)

D (0) = v (r9(0), RO(0),a®, 6@, 0D m®, ) = 0 (5-60)
Y (0) = vy 00(0), RO (0),a?, 5O, 0@ m @, £0) = 0 (s-6d)
P (0) = v, (2@ (0), RD(0),a?, 5D, 0D, @, ¢D) = 0 (5-6¢)
<R)(Ci+1)(0)’ G, (r(i)(o),R(i)(O)’ a®. b @O @, 5(i))> —0 (5.6f)
<R§,~+1>(0), G. (r(i)(o), RD(0), a®, b, 0D, m®, 5("))> =0 (5.68)
<R§l’+1)(0)’ Gx (r(l)(o)’ R(l)(O), a(i), b(i)’ n(i), m(i), f(l))> =0 (56}1)

En bilan, pour un segment, il y a 16 degrés de libertés et 14 contraintes, soit deux parametres
non contraints. Cest équivalent aux deux degrés de libertés par segment du premier modele.

La derniére étape consiste a attacher le ruban en s = 0. Il y a deux possibilités : soit on utilise
des contraintes pour attacher le ruban, soit on supprime les degrés de liberté et on considere les
parametres positions et repére du premier segment comme fixes. La premiére option est treés
facile 2 implémenter. La deuxi¢me peut facilement étre adaptée a partir de la premiere : il suffit
de filtrer les contraintes et les degrés de liberté pour adapter le systeme. Le choix des contraintes
est tres élémentaire, pour un encastrement (p, ), cela se résume au systeme linéaire :

3. Le probléme de gradient nul en la solution pour (5.2) n’a pas lieu d’étre ici, car les composantes de la matrice
F sont toutes des degrés de liberté.
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Vi€ {x.y.257(0)-p; =0 (5.72)

.. 0
Vi.j € {x.y.z}, R —Fi;=0 (5.7b)

Comme montré plus tard en 5.3.3 les deux méthodes se valent. Nous utilisons par défaut des
contraintes pour 'encastrement. Ce choix est un peu plus facile 4 mettre en place dans le code.

5.3 Comparaison : I'ajout de contraintes pour une meilleure
vitesse

Nous rappelons que nous avons nommé I'ancien modele par I'adjectif «chainé», cela fait
référence aux compositions de fonctions entre les segments. On rappelle aussi que le nouveau
modele est nommé «mixte». Commengons donc a comparer les deux modeles.

On construit deux scenarii pour la comparaison. Le premier reste basique, on va tout simple-
ment faire pendre un ruban sous gravité. On sattend a voir un temps d’exécution de 'algorithme
de minimisation inférieur pour le modele mixte avec une différence croissante en fonction du
nombre de segments. Pour le deuxi¢me scenario, on ajoute un encastrement a la fin du ruban.
Ce scenario doit nous permettre de voir le role des contraintes sur un cas assez complexe. Nous
utilisons des valeurs adimensionnées dans tous les scenarii présentés.

5.3.1 Scenario encastré libre

Prenons un ruban de longueur ¢ = 1, largeur w = 0.1. Puis fixons D = 1, v = 0.35 et

I' = 3. Nous fixons la verticale 2 ¢, = e; et encastrons le ruban avec un angle de 0.2 radians

3
dansle plan (ey, ;). Rappelons que la gravité est définie par le vecteur g = —geg, et I' = & hgf

(voir section 4.1). Sa tangente a l'origine est alors selon ey. La graine est un ruban presque plat :
w(s) = 107%s + 1074, n(s) = 107s + 107, Nous mesurons les performances du calcul
d¥quilibre en temps et en itérations en utilisant p = 10, 20, 40 puis 100 segments pour les
énergies de Sadowsky et de Wunderlich. Nous illustrons équilibre en figure s.3.

Les résultats présentés en figure 5.2 montrent un temps de calcul cubique en le nombre de
segments pour le modele chainé et linéaire pour le modele mixte #. On peut noter que Iénergie
utilisée n’a pas une grande influence. La partie intéressante, et quelque peu surprenante se trouve
pour un nombre de segments inférieur ou égal 4 20. Le calcul pour le modele chainé y est plus
rapide. Remarquons tout de méme que pour ces points nous restons dans le cadre des chapitres
3 et 4, Cest-a-dire que la fin du ruban n’est pas encastrée. On peut expliquer qu’avec un nombre
faible de segments le calcul d¥équilibre soit plus long pour le modele mixte, car IporT doit dans
ce cas traiter des contraintes absentes pour le modele chainé.

5.3.2 Scenario bi-encastré

Prenons un ruban de longueur £ = 1, largueur w = 0.01. Puis fixons D = 1,v = 0.5
et I' = 1. Nous fixons la verticale 2 €, = e, et encastrons le ruban verticalement 4 son début,

4. Ces mesures nous rappellent les complexités pour résoudre un systeme plein (le cas du modele chainé) etun
systetme creux (le cas du modele mixte). Le lien n’est pas forcément direct puisque le nombre de pas de I'algorithme
doit aussi étre pris en compte.
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@ Wunderlich, mixte
@ Sadowsky, mixte

100 . "
OWunderlich, chainé
-0 DOSadowsky, chainé
10 -
=3
- P 1
- : : BT N S OO ST 1”@
10 204_= e 4 8 I 100 segments
OI ............ : ............ :"’_—’ g
.- -—--u i interpolation linéaire
.QL4" . . .
- - - - interpolation cubique

FIGURE 5.2 — Mesure de l'efficacité du modele mixte par rapport au modele chainé (attention a
Iéchelle logarithmique), et interpolation manuelle de la complexité. Le ruban n’est encastré que
d’un seul coté (détails en section 5.3.1). On voit que le modele mixte est efficace pour un grand
nombre de segments. On trouve un temps de calcul cubique en le nombre de segments pour
le modele chainé et linéaire pour le modele mixte. Jusque 20 segments, le modele chainé reste

cependant plus efficace.

FIGURE 5.3 — Illustration de I'équilibre du ruban décrit dans le « Scenario encastré libre » (sec-
tion 5.3.1). Lencastrement est indiqué avec les trois fleches rouge, verte et bleue, et la verticale
par une fleche jaune. La différence entre I'utilisation de Iénergie de Sadowsky et de Wunderlich

n’est pas visible a I'ceil nu.



5.3 - Comparaison : [ ajout de contraintes pour une meilleure vitesse 61

temps total (secondes)

1000 A A , .
[ J
s & f Wunderlich, mixte
100 e Sadowsky, mixte
ZF\Wunderlich, chainé, échec systématique
10 A
g o s Sadowsky, chainé, échec systématique
I | | | |
10 20 30 40 Segments

FIGURE 5.4 — Efficacité du modele mixte et chainé dans un sénario bi-encastré (voir 5.3.2 pour les
détails). Le modele chainé échoue systématiquement avec le statut «Restoration failed» pour
Wunderlich, et pour Sadowsky le nombre maximum d’itération (1000) est atteint. Cela dé-
montre clairement 'utilité du modele mixte ol la minimisation réussit systématiquement en
quelques secondes.

/ X IR

FIGURE s.5 — Illustration de I¥quilibre du ruban décrit dans le « Scenario bi-encastré » (sec-
tion 5.3.2). Les encastrements sont indiqués par des fleches rouges, vertes et bleu, et la verticale
par une fleche jaune. La différence entre I'utilisation de Iénergie de Sadowsky et de Wunderlich
n’est pas visible a I'ceil nu.

horizontalementa sa fin, les deux encastrements distants de 0.95. La graine est un ruban presque
plat : w(s) = 10745 + 1073, n(s) = 107%s + 1073. Comme précédemment nous utilisons
les énergies de Wunderlich et de Sadowsky. Nous répétons la minimisation pour 10, 20 et 40
segments. Nous illustrons équilibre en figure s.s.

Les résultats sont présentés sur la figure s.4. Le modele chainé montre systématiquement
son incapacité a converger, c’est dailleurs la raison de I'absence du point "100 segments”. Le
modele mixte réussi a converger. On peut cependant noter que le temps de convergence est
plus conséquent que pour le scenario précédent, il passe de moins d’une seconde a quelques
secondes, soit un ordre de grandeur supérieur, méme si ce temps reste tres raisonnable pour
quelques expériences isolées. Le double encastrement n’est donc absolument pas anodin.

5.3.3 Encastrement en début du ruban

Nous avons évoqué deux méthodes d’attache du ruban. Soit nous ajoutons des contraintes,
soit nous supprimons les degrés de liberté correspondant du premier segment du ruban. Tou-
jours en adimensionné, nous définissons un rubanavec £ = 1, D =1,v = 0.5,I" = 10, p = 20
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segments. Nous définissons cinq scenarii illustré en figure 5.3.3 :

I.

L'encastrement de début est horizontal, 'encastrement de fin est au méme endroit, mais
pivoté de 7 radians par rapport a la tangente au ruban. Graine : w(s) = =27 + 10™4s,
n(s) =0.01 +107%s.

. Le ruban est encastré horizontalement aux deux extrémités et les encastrements sont

espacés par 0.1Ry(0). Graine : w(s) = =27 + 10745, n(s) = 0.01 + 107 4s.

. Lencastrement au début est horizontal, et 'encastrement en fin est tel que le ruban

puisse former un arc de cercle parfait d’angle o.1. Graine : w(s) = 0.02 + 10745, n(s) =
1074s.

L'encastrement au début est horizontal, en fin I'encastrement est la rotation du repere
matériel de 7 radians autour de son propre axe Ry (). Graine : w(s) = 5ssis < 0.5,
w(s) =5 — bssinon, n(s) = 0.

. Les encastrements sont ceux du protocole 2 une fois ceux-ci pivotés de % radians autour

de la tangente au ruban. Graine : w(s) = =27 + 10745, 7(s) = 0.01 + 10 %s.

Sur chaque scenario, nous comparons les deux méthodes d’attache. Les résultats sont listés dans
la table s.1. La diftérence est insignifiante : pour attacher le ruban en s = 0 lutilisation de

contraintes ne pénalise pas le temps de calcul. Pour une implémentation plus facile 5, on peut
donc se contenter de I'utilisation de ces contraintes.

5. Il s’agit ici d’'une impression. Selon les auteurs il est plus facile de traiter les segments de la méme maniére

puis d’ajouter des contraintes que de traiter le premier segment autrement.
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FIGURE 5.6 — Les cinq scenarii pour tester I'encastrement, dans le méme ordre que dans le texte
5.3.3. La graine correspond au ruban en teintes grises (pour rappel, c’est la configuration initiale
de'algorithme de minimisation). L’alternance des couleurs correspond aux segments. Les encas-
trements sont aussi indiqués par les fleches tricolores qui collent aux axes des reperes matériels.
Le choix d’utiliser un encastrement par contraintes ou par suppression de degrés de liberté ne
modifie pas équilibre calculé. On trace ce dernier en bleu.
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Encastrement L itérations L erreur KKT J temps (sec)

i i

Scenario 1

Contraintes 19 9.09€-1I 2.9
DdL fixés 20 9.09€-11 2.6
Scenario 2
Contraintes 6 9.09€-11 0.9
DdL fixés 6 9.09€-1I 0.7
Scenario 3
Contraintes 22 9.09¢-T1 3.2
DdL fixés 25 1.76e-07 3.0
Scenario 4
Contraintes 6 9.09€-11 0.9
DdL fixés 6 9.09€-II 0.7
Scenario s
Contraintes 6 9.09€e-11 0.9
DdL fixés I 9.65€-10 1.3

TABLE 5.1 — Comparaison de 'encastrement en début de ruban via des contraintes ou en fixant
des degrés de liberté (DAL fixés) en utilisant les scenarii décrits en section s5.3.3 et illustrés en
figure 5.3.3. Dans les quatre premiers cas, il vaut mieux fixer les degrés de liberté car le temps
d’exécution est plus court. Dans le cinquiéme cas, c’est I'inverse avec une diftérence plus consé-
quente. Cependant, la diftérence n’est pas si nette.



Chapitre 6

Ajout de murs et rubans circulaires

Nous avons vu au chapitre 5 comment gérer les contraintes pour encastrer un ruban aux
deux extrémités, et ce faisant nous sommes passés 2 un modele mixte. Nous restons avec ce mo-
dele mixte dans ce chapitre. Pour élaborer ce modele, nous avons choisi une série de contraintes
pour raccorder les segments du ruban les uns aux autres puis encastrer la fin du ruban. A présent
nous allons ajouter d’autres contraintes.

Nous allons représenter un ruban de Moebius comme montré en figure 2.1. Comme dans
le probleme originel, Iénergie de gravité est ignorée, car supposée négligeable devant Iénergie
élastique. L'ajout par rapport aux chapitres précédents est la fermeture du ruban sur lui-méme.
Clest-a-dire, visuellement le ruban n’a plus d’extrémité. On peut tout d’abord proposer d’encas-
trer les extrémités identiquement (méme position, méme repere matériel aux deux extrémités).
Ce n’est cependant pas suffisant, car la continuité de la surface est assurée par la continuité de la
fonction 7. Il faut alors contraindre la direction de la génératrice au raccord.

Une fois que l'on peut simuler le ruban de Moebius, on aimerait le poser sur la tranche.
Cela implique d’ajouter de la pesanteur au probleme, qui jusque-la avait été négligée. La partie
délicate est dans le traitement des encastrements. En effet, poser le ruban implique de ne fixer
la position d’'aucun point. Aussi, pour poser le ruban il faut ajouter du contact. Il ne s’agit pas
d’auto-contact (c’est-a-dire de contact entre plusieurs point du ruban), mais de contact entre le
ruban etun plan. Une invariance par translation et rotation apparait. En effet, le ruban peut étre
déplacé parallelement au plan ou tourné sur le plan sans changer son énergie potentielle.

Avec la possibilité de contact du ruban avec un plan, nous allons reproduire I'expérience de
Benoit Roman [RP99]. Il s’agit de contraindre un ruban entre deux plaques. Celui-ci va alors
former des vagues, comme montré sur la figure 6.11.

6.1 Contraintes a 'encastrement

Un ruban circulaire, (indépendamment de sa courbure naturelle qui peut étre nulle) a ces
deux bords collés ensemble de fagon a étre déformable pour former un cylindre de hauteur w
et de rayon %. Un ruban de Moebius est tres similaire sauf que la somme du vrillage et de la
torsion sur lalongueur est égale a 77 radians. Ces deux types de rubans sont illustrés en figure 6.1.
Dans notre cas les rubans de Moebius auront une courbure naturelle nulle. Pour créer un ruban
de Moebius, on peut suivre la construction déja évoquée en section 2.1 : on coupe un ruban
cylindrique dans sa largeur, on tord d’un demi-tour 'un des bords et on recolle.

Le ruban de Moebius requiert un peu d’attention. Il faut faire attention au mot «coté».

6s
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T

FIGURE 6.1 — Vue schématique d’un ruban circulaire (2 gauche) et d’un ruban de Moebius (a
droite). L'un des cotés du ruban est plus foncé. Pour le ruban de Moebius il y a de la torsion de
7 radians schématisée a «l’arriere» du ruban donc les cotés «s’inversent» comme montré avec

le dégradé de couleur. On dit alors aussi qu’il n’y a qu’un seul coté.

Usuellement on dira qu’un ruban a deux cotés. Dans la description géométrique de notre mo-
dele les deux cotés sont définis par la normale 4 la surface t,. Cependant, au point de recolle-
ment, c’est-a-dire 4 la jonction entre s = 0 et s = £ la normale va s’inverser. En effet pour garder
une surface lisse avec la somme du vrillage et de la torsion égale a 7 radians, le repére matériel
est tourné d’un demi-tour autour de la tangente a la centerline. On a ainsi t,(0) = —t,(¢),
t,(0) = =t (£) et t;(0) =t (£). Pour cette raison, on dira couramment qu’il n’y a qu’un seul
cOté, c’est comme si 'un coté devenait autre (ce que I'on représente avec le fondu blanc gris en
figure 6.1). Ici, on garde la version deux cotés.

Ainsi on peut calculer une contrainte sur 7 au point de recollement. En début de ruban,
par définition, nous avons q(0) = t,(0) + 7(0)t;(0) et en fin du ruban q(¢) = —t,(0) +
1n(€)t;(0). Pour que les deux regles soient identiques, les vecteurs directeurs des régles q doivent
étre colinéaires. On trouve q(0) = —q(¢) en imposant n(£) = —n(0) .

On peut s’inspirer des contraintes (5.6) pour relier le segment final du ruban au segment ini-
tial. Il suffit de substituer I'indice i par p et 'indice i + 1 par 1 avec p le nombre de segments du
ruban. Bien évidement, cette contrainte remplace la contrainte d’encastrement en fin de ruban.
Rappelons comme vu en section 5.1 que la contrainte de raccord entre les segments est satisfaite
lorsque le repere matériel de fin de segment est identique au repere matériel de début du seg-
ment suivant, mais aussi lorsque 'un est tourné de 7 radians autour de son axe de la tangente
par rapport a lautre repere’. Il n’y a donc pas besoin d’adapter les contraintes pour le cas du
ruban de Moebius. Aussi comme c*était le cas pour 'encastrement en fin de ruban, il faut faire
attention lors du calcul de Iétat déquilibre pour ne pas tomber sur une solution aux contraintes
mathématiquement correcte mais non désirée. On verra en section 6.1.1, sur 'exemple du ruban
de Moebius comment calculer Iéquilibre.

On introduit la valeur 6 = 1 pour le cas des rubans circulaires et & = —1 pour le cas des
rubans de Moebius. Pour garder une surface continue, les regles au point de recollement doivent
correspondre. On définit alors la contrainte analytiquement7(£) = 617(0), puis adaptée a notre
modele numérique avec un ruban de p segments.

) 4 2P (D) = 5 (O) (6.1)

On considere une alternative possible. On conserve les deux encastrements en les considé-
rant séparément comme dans le chapitre 5. Puis on impose 17(0) = n(£) = 0. Cette alternative
est restrictive, car on impose aux reégles des extrémités du ruban détre perpendiculaire 4 la cen-
terline. Elle peut cependant se justifier dans certains cas, par exemple pour supprimer une inva-

1. Ce ne sont pas les deux seules solutions.
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FIGURE 6.2 — Raccord sur Moebius — On illustre ici la nécessité de contraindre 77 sur un ruban
de Moebius. Le ruban est en teinte bleu/violet pour distinguer les segments, et le repére matériel
est tracé au point s = 0. En haut, on force n(0) = —7n(¢) , au milieu 7(0) = n(£) = Oeten
bas il n’y a pas de contrainte sur 7. Il apparait clairement que sans contrainte le ruban n’est pas
continu. Un événement de Wunderlich apparait sur le ruban (on rappelle que cela correspond
a la formation d’un point singulier, quand les génératrices s’intersectent sur le bord du ruban
enu = +%). Suivant que la valeur de 7 soit fixée ou non, I'événement sera centré en s = 0 ou
non. La contrainte 7(0) = —n(£) permet au ruban de « glisser ». C'est-a-dire que la forme est
la méme a transformation solide pres, mais 'encastrement a changé d’endroit. Voir les courbes
correspondantes sur la figure 6.3

riance qui peut entraver la convergence de l'algorithme de minimisation. Cependant, on verra
en 7.1 un exemple ot fixer 77 en un point change radicalement Iéquilibre. II faut alors justifier la
possibilité d’usage de cette alternative.

Nous illustrons maintenant le propos abordé dans cette section. Nous calculons le ruban
de Moebius en utilisant différentes contraintes sur 7.

6.1.1 Un véritable ruban de Moebius

Nous allons calculer la forme d’un ruban de Moebius. Nous utilisons I'énergie de Wunder-
lich. De méme que la gravité était négligée dans les articles de Sadowsky et Wunderlich [Sad29;
Wun62], nous choisissons de ne pas mettre d’énergie de pesanteur pour la forme finale (I” = 0).
Nous choisissons un ratio de % = 0.01 pour la dimension et un coefficient de Poisson v = 0.5.
En pratique, nous prenons D = 1 et £ = 1. Finalement nous divisons le ruban en p = 100
segments de méme longueur. Pour choisir ce nombre de segments, nous regardons la conver-
gence en fonction du nombre de segments. Nous avons comme précédemment répéeé le calcul
d¥¢quilibre en utilisant de plus en plus de segments. Quand nous voyons une superposition des
équilibres, nous déduisons que le nombre de segments utilisé est sufhisant.

Il faut une procédure de calcul déquilibre. On peut commencer par utiliser un ruban circu-
laire naturellement plat, encastré aux deux extrémités. Il est tres facile de partir d’un tel ruban.
On lui donne simplement une forme circulaire, sa courbure sera ainsi w = 27” etn = 0 puisqu’il
n’y a pas de torsion. Puis nous tournons I'un des encastrements d’un demi-tour. En pratique,
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Moebius

2
‘ j w - CQntralnte n(O) = —77(58 _
0 W - Contramte mu F=n( b
- R c aIE?) §ontra1?;e
-2 77 ontramt =-n -
Contramte 77(707 =n(l) = 8
-4 F - Sans contrainte
-6 ‘L,\\ pl

~12 L | | : il |
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abscisse linéaire

FIGURE 6.3 — Raccord sur Moebius — Tracé de la courbure normale w et de la direction de la
génératrice 7 d’un ruban de Moebius pour trois variations de contraintes. A I¥équilibre, nous
avons choisi les parametres £ = 1, w = 0.01, v = 0.5, ' = 0. Le ruban est divisé en 100 seg-
ments de longueur identique.

Pour le tracé avec la contrainte 7(0) = —1(€) nous avons translaté les courbures selon s pour
avoir superposition avec les autres courbes. En I'absence de gravité, il y a invariance de Iénergie
par translation et rotation du ruban. Cela justifie la translation que I'on a nommée « glisse-
ment » en figure 6.2
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nous utilisons I'encastrement en fin de ruban. Il ne faut pas effectuer ce demi-tour en une fois,
mais en plusieurs étapes, on se retrouve avec des rubans dans des états intermédiaires qui per-
mettent au ruban de ne pas tomber dans une mauvaise solution a I'encastrement. La derniere
étape consiste a reformer le ruban, c’est-a-dire ajouter la contrainte nécessaire sur 77 et de connec-
ter le premier et dernier segment du ruban 4 la place d’utiliser un encastrement en fin de ruban *.
Pour ne pas rester bloqué dans une configuration symétrique, il est généralement utile de per-
turber un peu Pétat initial. On ajoutera aux valeurs a'?, 5@, n®, m® (i € [1, p] ) un epsilon,
généralement 107%. De plus on constate qu’un peu de gravité aide IPOPT 4 converger plus rapi-
dement. En effet, le rang du hessien diminue sans Iénergie de gravité, il faut donc le régulariser.
Ainsi, nous ne mettrons I 2 0 qu’a I'étape finale.

On reprend et on détaille ces étapes dans l'algorithme 2. Pour perturber Iétat initial, on a
choisi w(s) = 27 + 10745 et (s) = 1072 + 10~%5. Les contraintes de Moebius font référence
aux contraintes entre le premier et dernier segment, y compris (6.1).

Algorithme 2 : Algorithme calcul du Moebius

InitialiserRuban({=1,w =0.01,D =1,v=0.5,I" = 0.1, p = 100);
FixerVerticale((0 0 1));
pouridel a p faire

InitialiserSegment (i, 0 = WIO ,a® =104, p0) =

2+ (i = D3, n® =107 b0 = 1072+ (- I,

001
Fo—|1 0 Of
010
pp < (0 0 0);
pour 0 de 0 a  par incrément de T faire
0 0 1

M —|cos(6) —sin(6) 0

sin(d) cos(8) O
FixerDoubleEncastrement(pg, o, Pg, M);
AppelSolveur();

ChangerParametre(l” = 0);
FixerEncastrement(py, 70);
AjoutContraintesMoebius();
AppelSolveur();

Nous proposons deux variantes. La premi¢re se contente de ne pas appliquer la contrainte
sur 17 (6.1). Le résultat attendu est une surface discontinue. Cest bien ce que I'on observe en
figure 6.2. La deuxieme variante est d’utiliser une contrainte 7(0) = n(£) = 0 ala place de
1n(0) = —n(£), et un double encastrement au lieu de relier le dernier au premier segment du
ruban. Cela correspond a I'alternative donc on a parlé en section précédente.

Nous avons insisté sur le besoin de justifier la validité de la contrainte alternative. Tout
d’abord, il existe un point o1 7 est nul. Comme le ruban est circulaire, on peut prolonger les
fonctions w et 7. Il faut cependant faire attention a la spécificité des rubans de Moebius. Nous

2. On peut se contenter d’un double encastrement si besoin.
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avons déja vu que la direction de la régle s’inversait en changeant de c6té, or pour changer de
coté, dans la cadre de la prolongation des fonctions, c’est ajouter € a abscisse curviligne s. Ainsi
n(s +¢€) = —n(s). La prolongation de 7 reste continue par définition. D’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe un point dans [0, 2¢] tel que 17 sannule ?, donc dans [0, £] aussi.
Ensuite, sans gravité (ni autre force extérieure) n’importe quelle transformation solide laisse un
état d¥équilibre a I¢quilibre. On déduit alors qu'imposer 7(0) = 1(€) = 0 est légitime, car le
placement de I'encastrement correspond ainsi a un point ot 7 s'annule.

On compare les équilibres obtenus par la méthode et ses deux variantes. Pour les nommer,
on utilise la contrainte sur 7. Lencastrement est visualisé en figure 6.2 et les fonctions w et n7
sur le graphe 6.3. On observe que les courbures ne sont quasiment pas impactées par la gestion
de l'encastrement. Notons quentre la version originale et Ialternative, il y a une translation des
courbes selon s, puisque cette translation n’a pas de sens physique comme nous avons vu, les
courbes « Contrainte (0) = —17(£) » sont décalées selon s pour se superposer aux autres. Sur
la figure 6.2 on voit cette translation.

On remarque que vers le point s = 0 ou s = € les courbes évoluent trés vite. On va donc
diviser les segments aux bords du ruban pour pouvoir mieux observer ce point de recollement.
On rappelle en effet qu’il n’est pas nécessaire d’avoir des segments de longueur identique. Visuel-
lement, tout semble indiquer un événement de Wunderlich (qui correspond 4 une intersection
des génératrices au bord du ruban, on rappelle que le point d’intersection est nommé point
singulier) 4 cet endroit. On choisit par exemple de diviser les trois premiers et trois derniers seg-
ments en six. Nous utilisons I’alternative avec la contrainte 7(0) = n(€) = 0, sinon I’événement
de Wunderlich peut «glisser» vers une autre abscisse. Il faudrait alors sous-diviser tout le ruban.
L¥équilibre calculé fait bien apparaitre le point singulier comme prédit, voir figure 6.4. Il est inté-
ressant de constater que méme si dans cette zone, la courbure varie vite et nécessite de nombreux
segments pour la capturer, on ne visualise pas de changement géométrique par rapport a avant.
Les deux formes se superposent.

La présence de I'événement de Wunderlich n’est pas nouveau, Starostin et van der Heijden
en parlent dans [SHo7]. La largeur du ruban a un impact sur cette zone. Récemment, van der
Heijden et Audoly ont dérivé la forme paramétrique de la courbure (k1 (s), k3)(s) a Iévéne-
ment de Wunderlich pour la limite des petites largeurs [HA22]. On trace donc ce graphe en
figure 6.5 pour les largueurs de ruban de plus en plus petites. On remarquera que la direction
des regles reste dans 'intervalle [—1, 1]. La question suivante concerne la taille de I'événement de
Wunderlich. On la fait correspondre a I'abscisse du point de rebroussement (ce qui correspond
aussi a la limite de la courbe théorique). Cette valeur n’est pas visible sur le graphe, car celui-ci
est paramétrique. Nous la tragons sur le graphe en figure 6.6. L'abscisse qui définit la taille de
événement de Wunderlich est notée s,,. On remarque que cette taille est quasiment linéaire en
fonction de la largeur du ruban, le logiciel gnuplot nous interpole la fonction s,, = 0.79%.

6.2 Ajout de contact entre le ruban et un plan

Lors d’une simulation dynamique, il est possible de calculer des points de contact précis
ot deux objets collisionnent. On peut alors ajouter une force ou une contrainte a cet endroit

3. Le théoreme des valeurs intermédiaires spécifie que pour une fonction f continue sur un intervalle réel
[a, b], alors pour tout réel k entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) = k.Ici on prendra
a =0.5¢et b = 1.5¢, n est continue entre a et b. f(0.5¢) = —f(1.5¢) donc 0 est bien entre ces deux valeurs. Le
théoréme sapplique et donne le résultat.



6.2 - Ajout de contact entre le ruban et un plan 71

)
3

T— =

FIGURE 6.4 — Division des segments autour de I¥événement de Wunderlich. On voit bien le
point singulier apparaitre.

pour que le syst¢me reste valide. En complément une étape de correction peut intervenir pour
rester dans une configuration valide. Si 'on n’est intéressé que par Iéquilibre, le fait qu’un pas
de temps soit trés amorti ou un peu imprécis n’a pas forcément beaucoup d’importance.

Une premicre solution serait alors de passer 2 un modele « pseudo-dynamique» , ol sans
se poser de question on confondrait la force et le gradient du systeme. On utilise le qualificatif
« pseudo » car le gradient du systeme est calculé sur des coordonnées généralisées. Il y a deux
inconvénients a cette approche.

D’abord, il y a un sacrifice de vitesse. Comme vu en section 3.5.2, n’utiliser que le gradient et
non le hessien du systeme revient 2 une méthode de minimisation du premier ordre, inefficace en
temps de calcul comparé a une méthode de second ordre. Cependant, il n’y a parfois pas le choix
pour capturer certains phénomenes. Par exemple pour simuler un plectonéme on tord un ruban
pour lui faire emmagasiner de la torsion, puis on rapproche les deux bords. Le ruban forme alors
une boucle et les deux cotés s'enroulent 'un autour de l'autre comme illustré en figure 6.7. Si
lon essaye de simuler ce comportement, un minimisateur d¢nergie aura tendance a sauter vers
un équilibre sans torsion, car moins cotiteux en énergie. Un modele « pseudo dynamique » au
contraire ne pourra pas sauter vers un équilibre sans torsion a cause du contact.

Ensuite, il faut gérer les contraintes que 'on a introduites avec le modele mixte. La dyna-
mique rend cela assez complexe. On ne peut pas se contenter d’une approximation linéaire des
contraintes par pas de temps, car les segments se détacheraient les uns des autres *. Le contact
n’aurait alors plus trop de sens puisque le ruban ne serait plus une surface continue. De plus,
si les reperes matériels a la jonction entre les segments séloignent trop, par non-unicité des so-
lutions aux contraintes d’alignement des reperes, les segments pourraient mal se reconnecter
entre eux. Ainsi, d& aux contraintes de raccord entre les segments, le cotit d’un pas de temps se-
rait alors conséquent. Ces raisons nous semblent suffisantes pour ne pas creuser cette direction
de recherche.

4. S’iln’y a pas d’encastrement en fin de ruban, on pourrait imaginer une méthode pour conserver la continuité
du ruban, en recollant manuellement les segments entre eux aprés chaque pas de temps.
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Moebius, Wunderlich (£ = 1)

o ‘ 0.2
w = % —
w = 00
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FIGURE 6.5 — Tracé paramétrique de la courbure du ruban de Moebius pour différentes largeurs.
La courbe tend vers une limite [HA22] lorsque la largeur w tend vers 0. On remarque aussi que
la direction des regles 7 = i—i’ est inférieure a 1 en valeur absolue.
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Moebius, Wunderlich, taille de I'événement de Wunderlich adimensionné
0.03 ‘

T T T T T
Données expérimentales —e— -
Régression linéaire 0.79x+0.00 - — - -
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0.015

0.01 ~
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FIGURE 6.6 — Tracé de la taille de 'événement de Wunderlich en fonction de la largeur du ruban.

La solution retenue est donc d’enrichir le probleme statique. On ajoute des contraintes au
modele pour traduire la non-pénétration. L'utilisation d’IPoPT nous impose un certain format
pour poser le probléme de minimisation. En particulier, on ne peut pas ajouter ou supprimer des
contraintes au cours de la simulation. Il faut indiquer toutes les contraintes avant de commencer
la minimisation. Cela aurait permis d’ajouter une contrainte lorsque 'on détecte un contact
et ainsi de contrdler et limiter leur nombre. Cependant, le probleme ne serait plus continu.
Pour obtenir ce contréle, il faudrait certainement utiliser ou concevoir un algorithme alternatif
alrorr.

Gérer l'auto-contact via des contraintes, semble étre complexe a cause de la géométrie ba-
sée sur la courbure du ruban. De plus si 'on compte une contrainte par segment, on obtient
un nombre quadratique de contraintes par rapport au nombre de segment. On risque de sur-
contraindre le probléme si trop de contraintes deviennent actives a la fois. Le choix a donc été
fait de n’ajouter que du contact qu’avec un objet externe, en occurrence un plan. Pour simpli-
fier encore plus, nous ne considérons les contacts quen début du ruban, en fin de ruban et a
chaque jonction entre les segments. Si ces derniers sont assez petits, cela ne devrait pas pertur-
ber les équilibres. Notons alors que le nombre de segments requis par un ruban va grossir. Sur
ce point, la complexité linéaire du calcul du systeme pour le modele mixte en le nombre de seg-
ments est bien pratique quand celle du modele chainé rendrait le contact en pratique ingérable.

On peut placer un unique point de contact potentiel par segment. On choisit r®(0) qui
est directement donné par les degrés de libertés. Ainsi la contrainte et ses dérivées sont numé-
riquement tres facile a calculer. Comme les segments sont collés les uns aux autres il n’y a pas
besoin de rajouter une contrainte pour une potentielle collision en fin du segment, excepté pour
le dernier segment.

Détecter le contact uniquement sur la centerline est un début, mais le ruban ne va en général
pas rester en équilibre sur une seule courbe. De fagon analogue, si I'on pose un objet tres étroit
sur la tranche, il va tomber. On peut alors utiliser les deux bords du ruban (u = +g) pour
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FIGURE 6.7 — Un plectoneme de ruban (photographie). Le ruban emmagasine de la torsion qui
donne cette forme caractéristique.

pouvoir poser un ruban sur la tranche. Similairement au dernier paragraphe on place un point
de contact aux deux extrémités des régles en début de segment.

Si on a un point P et un plan (u, n) ot u est un point du plan
et n sa normale, on peut projeter le vecteur P — u sur la normale
pour calculer une distance signée d de P au plan. On illustre cela
sur la figure 6.8. Il suffit alors que cette distance soit positive pour
étre str que le point reste du méme coté. Notons que le sens de la
normale est donc important. Nous définissons ainsi les contraintes
de non-collision avec le plan (u, n) pour un segment :

<r<i>(0) + % (tfg')(()) + m<i>t§f>(0)) _u, n> >0 (62a)

<r(”>(0) - % (t,(j)(()) + m<">t§">(0)) _u, n> >0 (62b)

FIGURE 6.8 — Distance si-
gnée d’un pointa un plan

On peut généraliser la contrainte (6.2) en n’utilisant pas
le début du segment, mais une abscisse locale quelconque.
On obtient: <r(i)(§(i)) Ly (tfﬁ(s(f)) + (m(i) + §<f>n<l‘>) t§">(§<f>)) _u, n> > 0.
Bien évidement on ne peut pas appliquer cette contrainte de ma-
niere continue, il faut choisir des abscisses discretes. Jusqu’ici on avait pris les abscisses §0 =0
(deux points en début de chaque segment), et §(P) = £(P) (deux points a la fin du denier seg-
ment).

On peut se demander si on pourrait utiliser de points de contact additionnels. On pourrait
alors utiliser la contrainte en milieu de segment ou a intervalle régulier sur I'abscisse curviligne.
A priori, plus il y a de points o1 'on détecte le contact, mieux ce sera. Si cela est vrai, on peut
aussi utiliser plus de segments pour le méme résultat. Certes en doublantle nombre de segments,
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le cotit de calcul est doublé. Mais d’un autre c6té, pour évaluer la contrainte et ses dérivées en
milieu de segment, il faut aussi recalculer la cinématique en ce point. Le surcotit en ajoutant une
contrainte en milieu de segment est quasiment le méme que le surcotit pour doubler le nombre
de segments. De plus, I'ajout de contraintes rajoute un risque de sur-contraindre le probleme. Il
peut donc étre préférable d’utiliser plus de segments pour raffiner la gestion du contact.

A présent, nous allons illustrer I'utilisation du contact sur deux exemples.

6.2.1 Ruban de Moebius sur la table

Notre modele permet de simuler efficacement sans grande difficulté un ruban de Moebius
sur la table. En pratique une table est un plan infini. On peut partir du ruban de Moebius clas-
sique, section 6.1.1. Si les encastrements correspondent bien a I'événement de Wunderlich, alors
on ales symétries7(s) = n(€—s) etw(s) = w({£—s). Ainsi, pour poser le ruban sur la tranche,

on place le plan au bon endroit, c’est-a-dire, en r (%) et tangent au ruban. Finalement on fixe

la verticale e, = t, (g) orthogonale au plan. Contrairement 4 ce qui est fait en 6.1.1, on n’an-

nule pas la gravité. De cette fagon, la gravité ne va pas faire basculer le ruban car le moment de
la force de gravité sur tout le ruban est nulle. En lichant le ruban, c’est-a-dire en supprimant
les contraintes dencastrement, il devrait alors tenir sur la tranche. Si on choisit un plan quel-
conque, cest-a-dire indépendamment de la déformation du ruban, en lichant ce dernier, il va
généralement basculer et tomber. On illustre cela en figure 6.9.

Pour licher le ruban, on supprime les contraintes d’encastrement, on utilise la contrainte
adéquate, pour relier le dernier segment au premier, et on force 7(0) = 1(£) = 0. Cette derniere
contrainte sur 17 a 'avantage de conserver I'événement de Wunderlich localisé en s = 0 comme
on le voulait pour retrouver la symétrie annoncée au paragraphe précédent. Aussi la position et
le repere matériel au milieu du ruban correspondent a un début de segment.

Notons que ce résultat d’expérience n’est pas validé par une comparaison avec un autre mo-
dele, mais 'expérience suivante est bien validé par la théorie.

6.2.2 L'expérience de Roman

Lexpérience de Roman est décrite dans [RP99] et dansla these de Benoit Roman [Romoo].
On la schématise en figure 6.10. Un ruban est encastré aux deux extrémités sur une plaque. Les
deux reperes dencastrement sont identiques et sont tels que la tangente au ruban en ses points
soit colinéaire a la direction entre les encastrements. Ensuite, le ruban est écrasé par une autre
plaque. Deux grandeurs sont introduites : H la distance entre les plaques et A la fraction de
longueur du ruban qu’il manque entre les encastrements pour que le ruban devienne plat. Dans
un cadre adimensionné € vaut 1.

Lexpérience est 2D, c’est-a-dire que toute coupe du ruban dans sa longueur (a u fixé) sera
planaire et aura la méme forme. Il existe cependant un cas un peu particulier illustré sur la fi-
gure 6.11: sile ruban glisse latéralement, il peut sortir de sa configuration plane. Ici on se limite au
cas 2D. Selon Iécrasement H, le ruban va pouvoir former des vagues. Si la centerline ne touche
la plaque qu’en un point, on parle de contact linéique. Si la vague est en contact sur tout un do-
maine (surface non nulle), c’est un contact plan. Sinon, il n’y a pas de contact entre la vague et la
plaque, on parle de pli en suspens. Chaque type de pli est illustré en figure 6.11. Laltitude d’un
point P estla valeur Py —r,(0), lorientation du repére canonique est précisé sur le schéma 6.10.
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FIGURE 6.9 — Rubans de Moebius posés sur un plan — Les rubans ont été calculés avec les
parametres physiques Dw = 1, % = 0.01, v = 0.5, = 10. A gauche, le ruban est
posé sur la tranche suivant la méthode décrite en 6.2.1. Grice a l'utilisation de la contrainte
n(0) = n(€) = 0, l'emplacement de I¢vénement de Wunderlich n’a pas bougé, comme le
montrent les petits segments a cet emplacement. A droite, le ruban est tombé. Ces rubans sont
composés initialement de 100 segments identiques, mais 4 droite les six segments autours de
événement ont été scindés en 4 segments chacun. Les points de contact au sol sont représentés
avec des spheres vertes.

T ¢ (1 -A) —<p S H
N ; : 5
A W A A A s
777 Z D111 7777777777777 7777777770777 777077 7770777777077 77707777770777770077727077777707772707777277777

FIGURE 6.10 — Schéma de I'expérience de Roman — Lexpérience de Roman est 2D. Un ruban
(en rouge) est encastré sur une plaque (aux points bleus), puis aplati par une deuxi¢me plaque
parallele a la premicere. Des vagues vont apparaitre en fonction de Iécrasement H et de I’écarte-
ment A entre les encastrements.
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Pour décrire la centerline du ruban, Benoit Roman décompose le probleme. En partant de
Phypothese qu’il n’y a que des contacts linéiques, il prend un morceau du ruban constituant
une demie vague, c’est-a-dire d’un point d’altitude minimale (o) au point d’altitude maximale
(H) le plus proche, ou I'inverse. On retrouve alors I'équation de I'elastica :

2
dde—s(;) = —psin(0(s)) + g cos(6(s)) (63)

ou 0(s) est 'angle entre la tangente et la plaque du dessous (cf. figure 6.10). Pour rappel D est la
rigidité de flexion. Le scalaire p est le multiplicateur de Lagrange fixant I'altitude du point maxi-
mal, il peut donc étre interprété comme la force du ruban sur la plaque du dessus. La valeur de
q correspond a la longueur de la demi vague, c’est-a-dire la distance entre les points extrémaux
projetée sur I'axe e;. On note F'(H) la force du ruban sur la plaque supérieure en fonction de
Iécrasement. Dans sa these Benoit Roman explique comment obtenir une loi déchelle qui relie
cette force F avec Iécrasement et le nombre de vagues. Si on multiplie les distances d’un facteur
A, Péquation (6.3) devient Y1120 = —p sin(@) + q cos(6), Cest comme si p et g étaient mul-
tipliés par le facteur %2 Maintenant imaginons que l'on ait une vague avec un contact linéique
(un seul point de contact de la centerline sur la plaque du haut), on a la force p. On choisit
A= %, clest-a-dire quion divise les dimensions par N. Ensuite on duplique le résultat N fois et
on "colle” les vagues les une a la suite des autres. On a ainsi obtenu un ruban formant N vagues
identiques. La largeur totale 1 — A est égale a la largeur d’origine pour une vague et I‘écrasement
H a été divisé par N. La figure 6.13 représente cette transformation. Chaque vague exerce une
force pN 2surla plaque supérieure, soit au total pN 3. On obtient ainsi la loi d’échelle :

F (%) = N3F(H) (6.4)

Notons que cette loi d’échelle fonctionne aussi en passant de k a nk vagues. Il est important
de remarquer que cette loi ne fonctionne que pour des contacts linéiques.

Dans lalgorithme 3, nous décrivons un moyen de tester cette loi d¥¢chelle. La largeur du
ruban a arbitrairement été mise 4 0.2. Pour tester une loi d¥échelle cette valeur n’a pas d’impor-
tance. Cependant, utiliser une grande largeur permet au ruban de rester dans une configuration
2D. Le choix a été fait d’utiliser la matrice identité J3 pour repére matériel aux encastrements
(en cohérence avec les axes sur le schéma 6.10). Pour ne pas avoir de problémes de résolution
le facteur € fixé 2 1076 précise bien de quel coté de la plaque est le ruban a Iétat initial. Il y a
deux faits importants dans I'algorithme. D’abord il faut utiliser plus de segments si I‘écrasement
est faible que s’il est grand. En effet, s’il y a plus de vagues il vaut mieux avoir plus de points
pour détecter la collision. Pour cela le coefficient toleranceSubdivision va permettre de doubler
le nombre de segments (c’est la fonction SousDiviserRuban) chaque fois que H est divisé par
deux. Ensuite H n’est pas baissé linéairement mais en suivant une loi exponentielle. La raison
en est simple : le nombre de vagues n’est pas linéaire, mais plutét en % 5.

Nous avons précédemment mentionné dans le texte une fagon de calculer une force. Nous
la rappelons ici. Si une contrainte correspond 4 une distance, ou plus précisément au vecteur
entre un point fixe et un point du ruban, nous pouvons déduire que la force associée a cette

5. Benoit Roman précise dans sa thése que le nombre de vagues n'est pas une fonction bien définie, car il y a
plusieurs équilibres possibles 4 écrasement H fixé. Si l'on veut une approximation, on peut remplacer le ruban par
des triangles, ce qui donne N = £2. On peut aussi utiliser une forme sinusoidale, mais ordre de grandeur reste le

2Y
méme.
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FIGURE 6.11 — Expérience de Roman - Un ruban est attaché entre deux plaques que I'on rap-
proche progressivement. Sur les quatres premieres vues, nous voyons les plis (vagues) se former.
Sur la derni¢re figure nous avons rapproché les encastrements, et le ruban sort de sa configu-
ration planaire pour passer en 3D. Les encastrements sont représentés en rouge, les différents
segments sont visibles en teintes de bleu. Les plaques sont semi-transparentes, leur taille est vir-
tuellement infinie. A noter : pour les raisons expliquées en section 6.2, il peut y avoir un peu
de pénétration dans les plaques au sein d’'un méme segment. Sur ces figures on utilise £ = 1,
w = 0.05, I" = 10. L'expérience utilise I'énergie de Wunderlich. Comme le suggere la figure
du bas, il n’y a pas de contraintes sur 77 aux encastrements. Nous avons A = 0.2 sur les quatres
premicres figures et A = 0.3 sur la derniere.
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FIGURE 6.12 — Schéma de la plaque de pression — Le principe consiste a attacher une plaque
a un ressort d’une raideur k. Ce ressort est virtuel, tout comme son attache, c’est pourquoi ils
sont tracés en pointillés. La longueur a vide est nulle. Le ruban va donc traverser l'attache du
ressort. La plaque subit deux forces, celle du ressort et celle du ruban. Ainsi, 4 équilibre la force
de contact du ruban vaut k4.

contrainte est le multiplicateur de Lagrange correspondant (voir 'annexe A). Dans notre cas
chaque contrainte entre le plan supérieur et un point du ruban correspond a la distance entre
ce plan et ce point, c’est donc la composante orthogonale au plan de la force correspondante.
Or cette force de contact entre le plan et le ruban est normale au plan. Si une contrainte n’est
pas active, le multiplicateur de Lagrange associé est nul. En conclusion, en sommant les multi-
plicateurs de Lagrange relatifs aux contraintes du plan supérieur, on retrouve la force totale du
ruban sur la plaque.

Pour vérifier la cohérence de la théorie avec la pratique, on peut utiliser une méthode al-
ternative. On utilise une plaque de pression, voir le schéma en figure 6.12. Le principe est tres
simple, la plaque du haut n’est pas fixe mais reliée & une resort. A Iéquilibre, on obtient la force
de contact entre le ruban et la plaque par le produit k& (voir la Iégende du schéma). Cette mé-
thode a un inconvénient majeur : I‘écrasement n’est pas contrélable précisément. En eftet, si on
peut précisément placer I'accroche du ressort 4 une distance y de la plaque inférieure, on ob-
tient I'écrasement H = y + h. Il y a deux approches pour contrdler H. Soit on choisit k assez
grand pour que £ soit négligeable. Cette option est similaire a de la pénalisation. Elle n’est pas
idéale car le solveur aura plus de mal 4 minimiser I'énergie si les différentes énergies sont tres dif-
férentes en ordre de grandeur (voir aussi 'adimensionnement en section 4.1 sur ce sujet). Soit
on recherche le y nécessaire par dichotomie ® pour obtenir Iécrasement voulu. Cette option ra-
lentit cependant le processus puisqu’il faut calculer plusieurs équilibres avant de tomber sur le
bon.

Expérimentalement, en réalisant 'expérience de Roman sur quelques points via la méthode
des plaques de pressions avec le contréle de I'écrasement H par dichotomie sur y ou via la mé-
thode standard, on mesure la méme force. Nous resterons alors avec la premiere approche (plus
aisée & mettre en place) ot la force est mesurée par les coefficients de Lagrange.

6. Une dichotomie consiste & rechercher une valeur x dans un intervalle [a, b]. En se servant de propriété du
probleme, il suffit de faire un test sur la valeur médiane m = % pour savoir si x est dans lintervalle [a, m] ou
[m, b]. A chaque itération la taille de I'intervalle est divisé par deux, d’ot1 une convergence rapide (logarithmique)

de cette méthode.
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Algorithme 3 : Roman, écrasement
Entrées : A
InitialiserRuban({ =1,w=0.2,D =1,v=0.5,I = 10, p = 100);
FixerVerticale((0 1 0));
FixerDoubleEncastrement((0 0 0),7, (0 0 1-A),T3);
AjoutPlaque(y =0 —€);
AppelSolveur();
alte—CalculSommetVague();
plafond < AjoutPlaque(y =alt);
toleranceSubdivision«— 0.5;
pouride0a 2.3 par incrément de 0.01 faire
p «— exp—1;
si p <toleranceSubdivision alors

toleranceSubdivision«— w,
L SousDiviserRuban();
BougerPlaque(plafond,y = pXalt);
AppelSolveur();
N<«CalculNombreVagues();
F«MesureForces();

EnregisterMesures(pXalt,N,F);

La simulation numérique se passe sans encombre. Pour A = 0.1 on trouvera par exemple le
résultat figure 6.14. Les résultats correspondent a la théorie.

Pour aller un peu plus loin, nous avons étudié I'influence de A sur le graphe. Nous géné-
rons les données pour A € {0.1,0.11, - - - ,0.25}. Pris individuellement (a A fix¢é) les graphes

(HN, F]S]I?){)) nont pas grand intérét, car ils se ressemblent. Pour chacun, le point intéressant
est celui ot la force s'annule. L'abscisse de ce point HN dépend cependant de A. Nous définis-
sons donc un facteur k (A) pour faire correspondre ces points particulier ot la force F est nulle.
Nous imposons aussi k(A)HN = 1lorsque F(Y) = 0. Expérimentalement nous observons
qu’en multipliant aussi l'ordonnée des points par k (A) les données correspondant aux contacts
linéiques se superposent. En figure 6.15, on trace le graphe (k(A)HN, %FVEH)) Chaque cou-
leur représente une valeur de A diftérente. On voit les graphes se superposer. Notons que nous
avons ici choisi de diviser la force par la largeur. Cela a du sens, car la force est proportionnelle
alalargeur du ruban.

Pour retrouver le facteur k on part de 'équation de Iélastica 6.3 avec p = 0 puisqu’on s’inté-

. \ 7 . . \ 2
resse au point ot la force s'annule. Léquation permet de relier A a H. Alordre2, A = TH 2 Par
parité de cette fonction, l'ordre 3 est nul. On cherche alors visuellement le coefficient a 'ordre 4

et on trouve 6. En resolvant A = %HQ +6H4, on trouve 4V3H = \/—712 + Va4 + 384A. On

pose alors le coefficient correspondant :

V=r2 + Vi + 334
k(A) = (6.5)
HoV—-72 + Vrl + 381A

Ici Hy est la hauteur de la vague pour A = 0.1 §’il n’y a pas de plaque supérieure.
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FIGURE 6.13 — Loi d*échelle de I'expérience de Roman - Ici nous choisissons N = 2. A partir
d’une seule vague (en haut) on divise les longueurs par 2 (en bas). Ensuite on prolonge le ruban
en le dupliquant (en pointillés). La largeur est commune aux deux configurations. On repré-
sente les forces que le ruban applique sur la plaque du haut en vert.

Loi d’échelle - A = 0.1
60

50 |- .
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FIGURE 6.14 — Loi déchelle pour l'expérience de Roman — On trace ici, a A fixé la force divisée
par le nombre de vagues au cube qui doit correspondre 4 la force pour une vague en fonction
de I'écrasement multiplié par le nombre de vagues. On vérifie ainsi que F(H) = N 3F(NH).
La couleur des points correspond au nombre de vagues. On observe une correspondance sur la
partie descendante (NH < 0.195 environ), mais pas sur l'autre partie. Cela est di 4 la nature
des contacts : il y a un pli en suspens ( qui ne touche pas la plaque supérieure). Les points ne
se superposent pas non plus pour les contacts plans, mais ceux-ci n’apparaissent pas vraiment
pour 2 vagues ou plus. Ils correspondent aux points en haut a gauche.
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Expérience de Roman — Loi d%échelle pour A

2000 —— ‘ 0.24
1800 | % 7 0.22
1600 | % 1M o9
1400 | SN

gl 1200 | 1Ed 018

E{ilOOO - 4 =+ 0.16g

= 800 ¢ 1L 014
600 -

200 | 184 0.12

200 | N~ 1B 01
! ! l, L saukant MMM ! L.

00.6 07 08 09 1 11 12 13 14 15 1.6 1.7 0.08

k(AYHN

FIGURE 6.15 — Loi déchelle pour 'expérience de Roman avec A. Ici on illustre une superposition
des données pour plusieurs A en utilisant un facteur d’échelle k (A) adéquat défini par I'équation
(6.5). Les couleurs correspondent a la valeur de A. La superposition a lieu pour les contacts
linéiques.

Dans ce chapitre, montré commentimplémenter quelques contraintes pour simuler des sce-
narii variés. Nous avons validé le modele sur l'expérience de Roman. Il est alors possible d’utiliser
ce modele pour prédire le comportement d’un ruban inextensible dans des scenarii qui n’'ont pas
encore été étudié. Dans le prochain chapitre on verra 'importance de I'extensibilité.



Chapitre 7

Discussions

=1 Contrainte a 'encastrement sur 7

Dans la section 6.1.1, nous avons parlé d’une alternative pour réaliser le ruban de Moebius
en fixant 7(0) = n(£) = 0. Ce qui nous intéresse a présent, c’est 'utilité de cette contrainte au
seul bord du ruban, lorsqu’il est encastré d’un seul coté, sans contact ni rien de plus. En fait,
on pourrait reprendre le premier modele (modéle chainé) et bloquer le degré de liberté m (V)
a 0. Fixer ainsi 7(0) = 0 revient a imposer une régle orthogonale 4 la centerline en début de
ruban. Lorsque l'on encastre physiquement le ruban entre deux pinces, le ruban est plat a cette
frontiere. Or le repére matériel ne suffit pas a cela, puisqu’il est ponctuel. Ainsi seule la contrainte
sur 77 peut reproduire cet encastrement physique. Nous testons I'impact de cette contrainte sur
un test que nous avons publié dans [Rom+21].

Le test de déversement latéral est initialement prévu pour une plaque ¢lastique. La largeur w
est plus grande que pour un ruban, mais I'épaisseur & reste petite devant les autres dimensions.
Ainsi on doit s'attendre a quelques erreurs dues a cet aspect. Le ruban va pendre sous son propre
poids. La verticale est définie par e,. Pour Iétat initial (ou «graine») de la procédure de Newton,
le ruban est fixé horizontalement 4 'origine du repere canonique, sa normale alignée avec e, Si
le ruban est trop long, Iéquilibre est instable, le ruban va basculer d’un c6té sous l'influence
de la pesanteur. L¥nergie élastique de courbure gagnée va étre en effet compensée par [énergie
de pesanteur perdue. Cela est illustré en figure 7.1. Si au contraire le ruban est court, basculer
impliquerait un gain d¢énergie élastique non compensé par Iénergie de pesanteur perdue. Cest
ce qu'on appelle une bifurcation fourche. On définira la distance latérale comme le projeté du
vecteur entre les deux bords du ruban (r(0) etr(£)) sur e,. Pour illustrer ce propos, le graphe 7.1
affichela distance latérale en fonction delalongueur £ € [0, 1] surun ruban de caractéristiques :
w=0.02,0h =40,D =letg =1.

Les instabilités dues au déversement latéral sont une des raisons principales déchec en in-
génierie civile. Par exemple les poutres en acier doivent supporter un cisaillement important.
Llanalyse du déversement latéral remonte au XIXeme siecle [Micg9)].

A . . . \ hgt3 .
Apres l'adimensionnement, il ne reste que deux parameétres : 7 et I' = % (le coefficient

de Poisson v n’a pas d’influence puisque la courbure naturelle est nulle). Le calcul direct de
équilibre n’est pas souhaitable. IPoPT calcule un équilibre, mais peut retomber sur le ruban
rectiligne sans que cet équilibre soit stable (IPOPT est alors bloqué dans un point de selle). Pour
cette raison, méme avec un grand I, Iéquilibre calculé peut étre le ruban droit, malgré le fait
que le ruban peut basculer. On doit alors suivre une stratégie du type : commencer avec un

83
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FIGURE 7.1 — Déversement latéral — Ici I = 40, 7 = 0.02. La gravité est indiquée par la fleche
jaune. On observe 3 équilibres : deux en rouge/violet sont symétriques et stables, le troisieme en
vert est rectiligne et instable.

Déversement latéral

0-8 T I I T T T R |
Branche instable - - - - -
0.6 - Branche stable =
Branche stable
v 0.4

-0.8 | | | | | | | | |
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t

FIGURE 7.2 — Déversement latéral — On reprend le ruban de la figure 7.1. On fait varier la lon-
gueur de 0.01 2 0.99. La distance latérale est la coordonnée y du bord du ruban. On obtient
une bifurcation fourche. Voir détails dans le texte, section 7.1.
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encastrement horizontal, c’est-a-dire que la normale au ruban coincide avec la verticale. Puis
pivoter I'encastrement par paliers de 0.4 radians et recalculer équilibre. On évite ainsi I'équilibre
instable ot le ruban reste horizontal *.

On va calculer dans le plan 7, I la frontiére du déversement (cest-a-dire le point fourche).
La frontiére est une fonction I (% ). Le point initial /(7 = 0) = 18.2(1 — v) V1 + v corres-
pond a la limite des tiges élastiques. I est évalué grice au modele de Kirchhoft dans [Micg9].
Pour trouver une dépendance par rapport a 7, dans [Rom-+21] divers points sont évalués par le
modele coque épaisse éléments finis SR8 d’ABAQUs. Une dépendance linéaire linéaire est trou-
vée: I.(7) = 18.2(1 = v)V1 + v +14.5%. Elle servira alors de référence pour nos simulations.

Les calculs de frontieres sont faits dans quatre situations : d’une part Iénergie élastique suit
le modele de Sadowsky ou de Wunderlich, d’autre part on peut contraindre ou non la regle a
lencastrement par 7(0) = 0. On présente les résultats en figure 7.3. Dans aucun cas la fronti¢re
I ne correspond a la théorie. Lorsque l'on utilise Sadowsky sans la contrainte, la fronti¢re est
constante a /" = 21 [AN21]. Limpact de la contrainte sur le résultat est trés surprenant, la fron-
tiere plate pour Sadowsky devient dépendante du ratio %, et méme si la frontiere ne coincide
toujours pas, elle devient parallele 4 la courbe théorique. On obtient une situation similaire pour
le modele de Wunderlich avec une diftérence : I dépend linéairement de 7 méme en absence
de la contrainte. Ca n’est pas surprenant vu que Iénergie de Wunderlich y est sensible.

Tentons dexpliquer I'échec de notre modele sur cette expérience. Sil'on considére que pour
7 = 0.1,onaw < ¢, on peut considérer que la définition de ruban est applicable *. Or les
résultats entre notre modele et la référence ne correspondent pas pour 7 = 0.1. Nous met-
tons alors en cause ’hypothese d’inextensibilité du ruban pour expliquer la différence. En effet,
d’une part, nous avons validé notre modele sur de nombreux exemples et la courbe de référence
a été calculée avec un modele de coques extensible. D’autre part, la nécessité d'extensibilité est

expliquée dans [AN2i].

7.2 Lexpérience de décalage latéral des encastrements

Dans cette section, on présente une expérience reprise de l'article [Hua+20], elle-méme re-
prise de [YH19] dans un cas plus simple. Pour cette expérience comme pour la précédente, on
utilise la contrainte 7 = 0 aux encastrements. Aussi, au méme titre que pour le ruban de Moe-
bius, la gravité est négligée : I" = 0.

Le ruban est d’abord encastré aux deux extrémités. Lencastrement au début fixe la position
alorigine du repére canonique et le repére matériel (ey e, ex). En fin de ruban, 'encastre-

ment fixe le repére matériel de la méme manicre et il contraint la position a (5 - Al AW O)T.
On illustre cela en figure 7.4. On commence par fixer Af. Nous prenons comme dans l’ar-
ticle [Hua+20] % = % L'expérience constitue a mesurer a équilibre la composante z adi-
mensionnée du point au milieu du ruban en fonction de AW. Nous définissons cette valeur
£ r(5) <)
plan z = 0, pour chaque équilibre, il y aura un équilibre symétrique correspondant. C'est pour
cela qu'on utilise une valeur absolue. On utilisera les parametres suivants : 7 = %, p = 100
segments. Sans perte de généralité et comme précédemment, on fixe £ = let D = 1.

comme étant laltitude H = . La configuration étant symétrique par rapport au

1. Cela pourrait expliquer en partie la différence entre la courbe théorique et les données en figure 7.3.
2. Pour affirmer que w est négligeable devant £, on préfererait qu’il y ait au moins deux ordres de grandeur.
Ici, il n’y en a qu’un seul.
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Déversement latéral
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FIGURE 7.3 — Calcul de la nature des équilibres pour le déversement latéral. 2D indique un
point ot le calcul de Iéquilibre du ruban résulte en une configuration rectiligne, 3D indique un
point ot le calcul de Iquilibre du ruban résulte en une configuration otr ce dernier a basculé.
La frontiere entre les deux zones correspond a I'.. Se référer au texte pour les détails de calcul.
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FIGURE 7.4 — L'expérience de décalage latéral des encastrements — Le ruban est encastré aux
deux bords dans les pinces vertes. Ces encastrements sont dans le méme plan et paralleles, c’est-
a-dire pour la position r, = 0, et pour le repére matériel t, = e, t; = e,. Lexpérience ignore
la gravité. Les deux parametres sont alors AC et AW. AC est fixé au début de Iexpérience et AW
est augmenté, puis diminué, ce qui déplace les encastrements latéralement 'un par rapport a
lautre.
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Pour notre expérience, on commence par calculer un premier état déquilibre. Si I'on choisit
AW = 0 on aura un probleme de symétrie dii au fait que dans ce cas 7 = 0. On prend alors
AW = 0.01. Pour obtenir cet état initial on va tourner les encastrements autour de e,. On
notera les deux angles de rotation correspondants 61 et 62. En méme temps, on fait varier AZ.
Lalgorithme 4 détaille les étapes pour calculer ce premier équilibre. Rappelons que la graine
passée au solveur correspond 4 la déformation actuelle du ruban. Ainsi, on a juste besoin de la
spécifier avant le premier appel au solveur (a IpoPT).

Algorithme 4 : Initialisation pour I'expérience de décalage latéral des encastrements.

InitialiserRuban({ =1,w =0.05,D =1, =0, p = 100);
AjoutContraintes(n(0) = 0,n(£) = 0);
FixerDoubleEncastrement(AW = 0.01, Al = 0.8, 01 = jrad, 62 = —Jrad);
FixerGraine(w(s) = 1075 + 10745, n(s) = 107° + 10'4s);
AppelSolveur();
ModifierEncastrement(6;
AppelSolveur();
ModifierEncastrement (62 = —35);
AppelSolveur();
ModifierEncastrement (62 = 0);
AppelSolveur();
pour AL dans {0.7,0.6,0.5} faire
ModifierEncastrement (Al « AL);
L AppelSolveur();

0);

Pour calculer la courbe qui nous sert de référence, les auteurs de [Hua+20] utilisent un
modele de plaques nodal. La courbe H(AW) se scinde en trois parties nommées U, US et §
en référence a la forme du ruban dans ces zones. La fronti¢re de ces zones se caractérise par un
changement de pente, c’est-a-dire un point non différentiable. Dans la premiere partie U, le
ruban forme une arche. En son milieu, la normale reste e,. Ensuite dans la partie US, le ruban
bascule, arche seffondre. Finalement en partie S le ruban reste assez proche du plan z = O eta
une forme en "S".

Dans nos expériences, en observant les courbures, pour la partie "U”, on constate que le
graphe des courbures est symétrique (k(s) = k(€ —s)). Puis, quand AW augmente, on transite
vers des solutions antisymétriques (k(s) = —k(£—s)). Sans atteindre une antisymétrie parfaite,
on sen rapproche pour AW > 0.6. On illustre cette transformation sur la figure 7.s.

Des nos premiers tests, on rencontre des difficultés majeures, en particulier une hystérese
apparait. Cest-a-dire que les résultats obtenus sont différents suivants que 'on fasse croitre ou
diminuer AW. On retrouve le graphe en figure 7.6. Pour calculer ce graphe, on fait varier AW
par pas de 0.005 entre 0.01 et 0.6 dans le sens croissant puis décroissant. On a utilisé Iénergie
de Wunderlich avec la contrainte 7(0) = 5(€) = 0. La bascule entre U et US survient pour
AW plus élevé dans le sens AW croissant, dans le sens décroissant elle correspond bien a la réfé-
rence [Hua+20]. La frontiere entre US et S ne correspond jamais 4 la référence.

Pour faire coller nos résultats au mieux a la référence, nous avons testé plusieurs pistes. Tout
d’abord ajouter de la gravité au probleme. Ensuite nous voyons des événements de Wunderlich
apparaitre. Augmenter le nombre de segments pour mieux les capturer serait peut-étre une so-
lution. Nous testons alors séparément de monter le nombre de segments a p = 500 et de fixer
I’ =1oul = 10. Ces solutions ne fonctionnent pas, c’est-a-dire que le graphe obtenu change,
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FIGURE 7.5 — Instantanés de Iéxpérience de décalage latéral des encastrements — Les encastre-
ments sont en vert et les segments des rubans sont visibles via une alternance de couleurs. Les
rubans représentés correspondent a AW € {0.01,0.1,0.2, 0.3, 0.4, 0.5}. On voit le ruban bas-
culer 2 AW = 0.4. Notre modele a été utilisé avec Iénergie de Wunderlich pour capturer ses
équilibres.
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Expérience de décalage latéral des encastrements

0.4

Ref‘ (Huané etal.) ———

035 - Wunderlich

0.25 |- i

0.2 -

0.1 -

0.05 |- i

—-0.05 | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

AW

FIGURE 7.6 — Résultat de I'expérience de décalage latéral des encastrements — Le graphe est gé-
néré en augmentant, puis en diminuant AW, on repere alors une hystérese, le modele ne parvient
pas a capturer le comportement de référence. On indique en gris les trois parties U, US et § cal-
culées par rapport a la référence.
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mais ne se rapproche pas significativement de la courbe de référence. S’il y a une hystérese, alors
a AW fixé, Iéquilibre n’est pas unique (en excluant en plus la symétrie d’une solution par le plan
z = 0). Peut-étre qu’il faut alors mieux suivre les équilibres, en diminuant les incréments de
AW. La non plus, nous n'observons rien de concluant.

Vu les échecs pour améliorer les résultats, nous pensons a une limitation du modele. En
effet, pour la courbe de référence les simulations ont été faites avec un modele extensible. Il est
donc raisonnable de penser, vu que notre modele ne gere pas extensibilité que la différence
vient de la.

7.3 Lextensibilité du ruban

Dans les deux dernicres sections, nous avons réalisé deux expériences numériques. Les résul-
tats obtenus ne collent pas aux courbes de références. Pour expliquer cet échec, nous avons sus-
pecté linextensibilité intrinseque du modele. Nous allons étudier ici 'importance de I'(in)extensibilité
en nous basant sur FENICS-SHELL [Hal+18]. Rappelons que nous avons comparé notre modele
au modele de coques de Naghdi en section 4.3. Les résultats correspondent quand Iépaisseur de
la coque tend vers zéro. Aussi, le modele de Naghdi couplé a 'utilisation de FENICS-SHELL est
validé sur 'expérience de déversement latéral, comme montré dans [Rom+21].

Lexpérience que 'on mene est simple. On fixe la verticale a
e, = e, le ruban est encastré d’un coté dans le plan x = 0 avec
un angle de 7 rad par rapport a e; et sa tangente a lorigine est e,
(voir figure 7.7). On fixe v = 0.4, h = 1073, D = letl = 1.
On va faire varier w dans I'ensemble {0.03, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5}
et I" dans {10, 100, 1000}. FENICS-SHELL a besoin d’un maillage
pour représenter le ruban. On choisit une grille rectangulaire régu-
liere dont les éléments sont des triangles rectangles de largueur 0.01.
Pour I'encastrement on fixe les triangles en coin de ruban (et non
toute la rangée). Il n’est pas possible de résoudre le probleme en une
fois dans FENICS-SHELL. A la place, il faut progressivement aug-
menter I, on choisit une augmentation linéaire d’unité en unité.

Les équilibres calculés par FENICS-SHELL sont présentés en fi-
gure 7.8. Leffet de la gravité est bien visible : le ruban se courbe plus
si " est grand. Le fait notable est la tendance du ruban 4 se bomber
a l'encastrement. Il n’y a rien de faux puisque l'encastrement ne se

FIGURE 7.7 — Schéma de
Iencastrement du ruban

fait qu’aux deux coins et non sur tout son bord. Cest tout de méme un premier indice de la
présence d’extension (on ne parle pas ici de possibilité dextension due au modele, mais bien de
sa présence dans la configuration a Iéquilibre).

Nous quantifions la présence de non-isométrie entre la configuration déformée et la confi-
guration a plat par les énergies d’extension et de cisaillement. Ces deux énergies ensemble consti-
tuent Iénergie de membrane. (Elles étaient nulles pour notre modele de ruban puisque celui-ci
impose I'inextensibilité.) On va d’abord présenter la répartition des différentes énergies. En fi-
gure 7.9 on présente six graphes, deux pour chaque valeur de I". On présente d’un c6té la part
de chaque type d¥nergie, c’est-a-dire le ratio 7= oli e est Iénergie considérée et E;o; Iénergie
totale, somme de Iénergie de pesanteur et de I¢nergie élastique, et de 'autre c6té on refait la
méme chose mais seulement sur Iénergie ¢lastique. On remarque une influence modérée de la
largueur du ruban sur la répartition. Plus I" est élevé, plus la part de Iénergie de pesanteur est
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FIGURE 7.8 — Deux points de vue des équilibres calculés par FENICS-SHELL pour l'expérience
de la section 7.3. En vert Iéquilibre est calculé pour I" = 10, en jaune pour I" = 100 et en rouge

pour I = 1000. Les encastrements des rubans de méme largueur sont superposés. La gravité
est indiquée par la fleche bleue.
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élevée, ce qui n’a rien de surprenant. La partie intéressante est la présence d’extensibilité. On ne
considére que I¥énergie élastique pour cela. La part de I¥énergie de membrane n’est jamais né-
gligeable, toujours supérieure 2 1% suivant les expériences, et méme dans les cas ot la largeur
est faible % < 1—10 et la pesanteur pas trop forte I' < 100, on dépasse les 7%. En comparaison
sur l'expérience de la poutre console, dans [Rom+21], Iénergie de membrane est a 107°% pour
I' =10,0.05% pour I = 100 et 1% pour I" = 1000. Cela montre bien que la déflexion joue un
r6le pour le besoin d’extensibilité.

Pour avoir un meilleur aper¢u de 'impact de ces énergies d’extension et de cisaillement, nous
regardons les endroits sur le ruban ot chaque type dénergie prédomine. Nous tragons cette ré-
partition en figure 7.10 : pour chaque point on indique la part d¥nergie de flexion, de cisaille-
ment et d’extension. Attention cette répartition est donc locale. Pour I” = 10 ou I" = 100,
1000

de I'extension va apparaitre sur une bonne partie du ruban, la zone est d’autant plus grande que

Pextension est localisée a Pencastrement, sur ’'un des bords et en fin de ruban 3. Pour I”
le ruban est étroit.

Cette expérience montre bien une présence d’extensibilité non négligeable dans certains cas.
Ainsi, avant d’utiliser notre modele de ruban inextensible, il faut bien prendre en compte cet as-
pect. Pour ajouter de I'extensibilité 4 notre modele sans le changer totalement, on peut s’inspirer
de [AN21] qui propose de rajouter un peu d’extensibilité aux rubans.

3. Attention surla toute fin du ruban, [énergie peut étre localement nulle. Pour éviter cela on rajoute un epsilon
a Iénergie élastique, il peut donc y avoir des artefacts  cet endroit. Cependant, on voit clairement se dessiner une
_ . Cw
zone pour par exemple I” = 100 quelque soit le ratio .
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Répartition de I¥nergie

Répartition de Iénergie, I" = 10
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Répartition de Iénergie, I = 100
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Répartition de I¥nergie, I = 1000
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Répartition de Iénergie élastique, I” = 10
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Répartition de I¥nergie élastique, I” = 100
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FIGURE 7.9 — Répartition des énergies du ruban selon la largeur du ruban w et I" pour lex-
périence décrite en 7.3 (la somme des courbes de chaque graphe vaut donc 1). Dans [¥énergie
élastique, on distingue Iénergie de flexion, de cisaillement et d’extension. Si ’hypothese d’inex-
tensibilité est vérifiée énergie de flexion devrait fréler les 100% de Iénergie élastique. Cela n’est
pas le cas, méme 2 faible largeur % < 0.1.
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r=10 =100 I = 1000
% =0.03
% = 0.05
7=01
=02
% =0.3
L =05

FIGURE 7.10 — Répartition locale de Iénergie élastique entre les énergies de flexion, de cisaille-
ment et dextension pour l'expérience décrite en 7.3. Pour I et % donnés, on trace trois fois le
ruban 4 Iéquilibre aplati. Sur le premier (2 gauche), on représente en chaque point le rapport
entre I'énergie de flexion et I'énergie élastique totale, sur le second on fait de méme pour Iénergie
d’extension et sur le troisiéme avec énergie de cisaillement. La couleur rouge indique une valeur
de 1, bleue de 0. Lencastrement est en haut sur les figures. Pour éviter les erreurs numériques de
division par zéro, un epsilon (1078) est ajouté a Iénergie élastique. Pour cette raison, en fin de
ruban des valeurs artefacts peuvent apparaitre. Attention : étant une répartition locale, deux
points d’une méme couleur n’auront pas la méme énergie.
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Conclusion et perspectives

Tout au long de ce travail, nous avons établi un modele de ruban rectangulaire inextensible.
Par définition un ruban doit respecter les caractéristiques géométriques 1 < w < £. L'inex-
tensibilité rend la surface du ruban développable. Ainsi, I'équation de Darboux et les propriétés
des surfaces développables permettent de décrire I'évolution de la centerline et du repére maté-
riel en fonction de deux scalaires le long du ruban : la courbure normale w et la direction de la
régle 7. En spécifiant un point d’attache et une orientation d’attache, on obtient un systeme de
Cauchy. Nous discrétisons alors w et 7 par des fonctions linéaires par morceaux. Ce choix ne
nous permet pas de résoudre le systeme de Cauchy directement, il faut passer par une technique
d’intégration numérique. Nous avons choisi le développement de fonctions en séries entieres
qui permet alors de résoudre le probléme. Le modele constitué se base ainsi sur des éléments en
courbure et torsion polynomiales, de degré 1 et 2 respectivement.

Nous avons validé 'implémentation de notre modele grice a la comparaison de celui-ci a
deux implémentations des équations fortes du ruban par méthodes de tir (via MATHEMATICA
et AuTo). Le ruban étant une structure a mi-chemin entre les coques et les tiges, nous com-
parons donc notre modele avec des modeles de coques et de tiges. Grice 4 une comparaison au
modele de tiges des super-clothoides nous validons le besoin d’un modele spécifique aux rubans,
car les deux modeles ne produisent pas les méme équilibres. Nous avons méme essayé un mo-
dele de tige incorporant du cisaillement, mais cela n’est toujours pas suffisant. La comparaison
au modele de coques de Naghdi est aussi intéressante. Tout d’abord notre modele est un modele
limite ot Iépaisseur est négligeable. Au contraire, pour le modele de coques, nous devons nous
approcher de la limite 2 — 0, pour que les résultats concordent. De plus, notre modele ne
nécessite que quelques secondes pour calculer I'équilibre quand le code de coques en nécessite
environ mille fois plus. Cela montre I'un des intéréts de notre modele.

En enrichissant le modele, nous avons ouvert la voie 4 de nouvelles possibilités : encastre-
ment du ruban des deux c6tés, rubans circulaires ou de Moebius, collision entre ruban et plans.
Nous réussissons avec succes a simuler le ruban de Moebius et a reproduire I'expérience de Ro-
man. Malheureusement dans le chapitre 7, nous avons vu deux expériences o notre modele
échoue 4 reproduire des courbes théoriques connues calculées pour un modele de plaques ¢las-
tiques. La différence pourrait s'expliquer par ’hypothese d’inextensibilité de notre modele de ru-
ban. De ce fait, nous avons étudié la présence d’extensibilité avec FENICS-SHELL. Nous consta-
tons quelle n’est pas anecdotique, méme lorsque la largeur est faible % = 0.03. On peut aussi
dans cette idée citer [AN21] ou les auteurs ajoutent la possibilité d’extension méme si la center-
line reste inextensible.

En conclusion, notre modele démontre une trés bonne efficacité : il est rapide, il calcule
des équilibres précis, et il permet de simuler des scenarii trés variés. Cependant, c’est un modele
limite ot1 'on a fait une forte hypothese d’inextensibilité. Il faudra alors relicher cette hypothese
dans le futur. On peut commencer par s’inspirer de [AN21] pour changer Iénergie élastique.
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Méme si la surface n'est plus développable, la forme de la centerline restera correcte. Il faudra
juste adapter le calcul de la surface 4 partir de celle-ci.

Un autre point damélioration concerne la gestion du contact, en partant de ce qui a été
fait au chapitre 6. Il serait intéressant d’essayer de passer vers un modele pseudo-dynamique
pour mieux gérer le contact, cela permettrait d’ajouter une contrainte de contact quand il y en
a besoin, 4 un endroit arbitraire de la surface du ruban. Ainsi on pourrait traiter 'auto-contact
et simuler un plectonéme de rubans et étendre ainsi tous les résultats établis sur les plectonemes
des tiges au cas des rubans.



Annexe A

Sur les multiplicateurs de Lagrange

Ici on répond 4 une question commune : si une contrainte est une distance pourquoi le
multiplicateur de Lagrange correspond-il 4 la force ?

Prenons un syst¢me quelconque contenant un point x. Ce systéme est caractérisé par une
énergie E, mais on définit une contrainte u = x — p o1 p est un point fixe externe. La condition
de Karush-Kuhn-Tucker a l'ordre 1 donne VE + AVu = 0. Si le point fait partie des degrés
de liberté, on aura V,E + AV, u = 0. VE est la force du systeme en x diie a énergie. Ala
contrainte u est aussi associé une force. Etant A équilibre AV u peut alors étre vu comme la
dérivée du travail de cette force. Ainsi A correspond 2 la force de la contrainte.

Que ce passe-t-il si x ne fait pas partie des degrés de liberté? A est en fait invariant si l'on
change la paramétrisation du systeme. C’est ce qu'on va prouver dans les sections suivantes.
Ainsi, en appliquant cette propriété, il suffit de dire qu’il existe une paramétrisation du systeme
ou x fait parti des degrés de liberté pour affirmer que A est bien une force.

Prenons un exemple concret illustré en figure A.r : Un mat de

hauteur H est planté dans le sol. En haut du mat, au point T est

g / attaché un ressort de longueur / et longueur 2 vide [y et raideur k

H par un pivot. Il forme alors un angle € avec le pivot. On attache a
son autre cO6té P, une masse m . La masse va donc tomber au sol.

© e, P Cet exemple est volontairement trés simple. On peut le paramétri-
iy ser de deux manieres. Soit par la position de P. On obtient alors la

contrainte (Cy) de non-pénétration dans le sol Py, = 0 avec le mul-
FIGURE A.1 — Schéma de tiplicateur de Lagrange associé A,. A équilibre, la composante nor-

Pexemple male de la force du sol sur la masse sera alors 4. Le Lagrangien est
calculé par L = mgP, + %k(l - 1% + AyPy. On calcule alors la
H-P,

dérivée du lagrangien selon Py et Py : ddTLx = k%(l —ly), jTLy =mg +k——(l = lp) + 4.
Comme on résout pour un gradient valant o, nous obtenons donc [ = [y, puis 4, = —mg. Ce
résultat est bien cohérent avec le théoreme des actions réciproques. Alternativement on peut
choisir d’utiliser les parametres / et 8, on obtiendra alors la contrainte de non-pénétration dans
le sol (Cy) : I cos(8) — H = 0 le multiplicateur de Lagrange associé Ag. On calcule le lagrangien
L =mg(H —1cos(0)) + %k(l —19)? + Ag(I cos(8) — H). En dérivant suivant 6 on obtient
fl—lé = mglsin(0) + Aglsin(@). En résolvant pour un gradient nul, on obtient 49 = —mg
comme pour lautre paramétrisation.

Probléme version bijective : Soit un systéme ayant un ensemble de contraintes C. Ce sys-
teme est paramétré de deux manieres différentes. A équilibre, le lagrangien calculé pour les
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contraintes C est le méme pour les deux paramétrisations.

Probléme version injective : Soit un syst¢me S ayant un ensemble de contraintes C. Soit
un systeme So plus général que le premier systeme. Supposons que ce systeme soit doté d’un
ensemble de contraintes K tel que si ces dernieres sont respectées alors les configurations de
82 sont les méme que les configurations de Sy. Alors peu importe la paramétrisation des deux
systemes, lorsque I'équilibre est atteint le langrangien des contraintes C est le méme pour les
deux systemes.

Pour illustrer le cas injectif, on peut prendre 'exemple des modeles de ruban. Le modele
chainé correspond au systeme S, et le modele mixte au systeme Sa. En effet, le modele mixte
est plus général car les degrés de libertés permettent de contréler les segments indépendamment
les uns des autres. Lensemble K correspond alors aux contraintes connectant les différents seg-
ments et le premier segment a I'encastrement.

Aa  Cas bijectif

Définissons le probleme mathématique.  Soit &1 et &2 deux ouverts d’un espace vectoriel
surR, ¢ : &1 — Eg une fonction bijective, 01 : &1 +— Ret C1 : &1 +— R” dontlajacobienne
est injective. On pose 02 = 01 © ot (02 : Ea > R)etCo=Cy 0 ot (Co : & > RP). On
définit les deux probleémes suivants :

. minxésl Ol(X) . mianSQ OQ(X)
(P1) telque Ci(x) =0 ct (P2) telque Ca(x)=0"

Pour interpréter les choses, le choix des dégrés de liberté ou parametres du modele va donner
ensemble &;1. Un point de cet espace est une affectation des valeurs aux parametre. Mais un
choix alternatif meéne a I'ensemble Eo. Dans ce cas 13, il est facile de passer d’'un choix a 'autre
en utilisant la fonction ¢. C1, Ca sont les vecteurs contenant les contraintes. Nous expliquons
dans la section 5.1 pourquoi I’hypothese de I'injectivité du jacobien de C est importante. Si ce
n’est pas le cas au moins une contrainte est redondante avec d’autres. Lors de la minimisation
du probleme (Px) le multiplicateur de Lagrange ne sera alors pas défini.

Trivialement, on a le résultat :

Vx € &1, x solution de (P1) & ¢(x) solution de (P2)

Pour démontrer ce résultat, prenons x* € &; solution de (Px). On a Ca2(¢(x*)) = Cy o
¢71(p(x*)) = C1(x*). Supposons quon ait y € Eg solution de (P2) avec 02(y) < 02(H(x*))
alors, 01 0 ¢71(y) = 02(y) < 02(¢(x*)) = 01 0 ¢~ (#(x*)) = 01(x*), autrement dit x* ne
peut pas étre solution de (Px). Donc ¢(x*) est bien solution de (P2). Par symétrie et bijectivité
de ¢ 'implication inverse est vraie aussi.

Passons maintenant au résultat principal. Soit x* solution de (Px). Soit A € R?, on montre :

A multiplicateur de Lagrange associé 2 x* pour (Px) & A multiplicateur de Lagrange associé 2
x* pour (P2).

Démonstration : Soit A1 le multiplicateur de Lagrange associé & x* pour (Pr) et A2 celui
pour (P2). La condition d'optimalité du premier ordre sur le Lagrangien (KKT) pour (Px) s¥crit
V. Li(x*, A1) = Vo1 (x) + jClT(x*)/ll = 0, ot 'opérateur I note le jacobien. De méme,
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Vi Lo(¢p(x*),22) = Vy09 (¢(x*))+ij2T(¢(x*))/lg = 0. Enappliquantles différentes défini-
tions, on obtient ¢~ (¢(x*)) V01 (¢ 0 (x*))+ Ty ¢ ((x*) T CT (47 ¢ (x*)) A2 = 0.
Notonsde ¢ estinversible car ¢ est bijective. On peutainsi simplifier l'expression en Vyo1 (x*)+
FxCL(x*)A2 = 0. Par hypothese, cette équation en fonction de A2 n’a qu’une solution (injec-
tivité de la jacobienne). Ainsi A1 = As.

Note : dans la pratique on cherche un minimum locale. Pour traiter ce cas théoriquement, on
peut simplement restreindre &1 2 un ouvert contenant un unique minimum local. &2 contien-
drale minimum correspondant. En réappliquant ce qui a été dit précédement, le multiplicateur
de Lagrange correspondant a ces minimums est bien le méme.

A.2  Cas injectif

Soit & € R" et &9 € R™ deux ouverts avecn < m, 01,02 : & — R, Cy : E — RP,
Cy:E — RY, C;L) : &9 > R¥ avec C1, Co, CéL) de jacobienne injective. On définit les deux
problémes suivants :

Mminyeg, 02(x)
telque Ca(x) =0 .
tel que CQL(x) =0

CMingeg, 01(x) _
(Px) telque Ci(x) =0 . (P2):

On suppose que les deux problemes sont reliés par I'existence d’une fonction f : &1 — &g
telle que

1. f estinjective
2. Vx € &1 Ca(f(x)) = C1(x) (Les contraintes coincident)

3. Vy € & CéL) (y) =0 © y € f(&1) (La contrainte C&) ne sannule que sur I'image
de f.)
4. six estsolution de (Px), alors f(x) est solution de (P2).

5. siyestsolution de (P2), alors il existe x une solution de (Px) avec y = f(x). (x estunique
par injectivité de f'.)
Onaajoutéle vecteur contraintes C L qui correspond a la restriction de I'espace des solutions
pour contrebalancer I'enrichissement de 'espace Eo.
Soitx* € &1, si f(x*) est solution de (P2) avec A3 le multiplicateur de Lagrange associé a
la contrainte C3 et A le multiplicateur de Lagrange associé 3 x* dans (Px), alors 11 = Ao.
Démonstration : On définit un espace EP c R, puis on définit EA =8 xEP. Onin-
PA: & &l P: &5 &
x — (x,0gp) o (x,y) —x
f en une fonction f4 : &4 — &y telle que fa((x,0)) = f(x) et fa est bijective’. On pose

alors un nouveau probleme «équivalent» aux deux autres dans le domaine &EA,

troduit deux fonctions de projections .Onétend

Mingcga  04(x) 0a((x,y)) = o2(f ((x, )
(PA): telque Ca(x) =0 avec Ca((x,y)) = Ci(x) .
cPx) =0 cP = e y)

1. Onsupposera lexistence d’une telle fonction. Dans I'exemple du ruban f A estidentité et f est la restriction
de tout les parameétres aux variables b D g 50 pouri € [1, p].
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Par définition CEXL) ne sannule que siy = 0. Aussi Vx € &1 04((x,0)) = o01(x), dou
Vi04((x,0)) = Vi01(x). On dit que (PA) est équivalent a (Px) car six € & est solution de
(P1), alors P4 (x) est solution de (PA), et inversement si z € (PA) est solution de (PA), alors
P(z) est solution de (Px). De méme on dit que (PA) est équivalent i (P2) car pour tout 7 € 4,
z est solution de (PA) si et seulement si f4(z) est solution de (P2).

Soit x* € &, avec f(x*) solution de (P2). Notons A; le multiplicateur de Lagrange au
point x* pour le probléme (P1), A2 le multiplicateur de Lagrange associé au vecteur contrainte
C au point f (x*) pour le probleme (P2), /l;L) le multiplicateur de Lagrange associé au vecteur

contrainte CSL) au point f(x*) pour le probleme (P2) et de méme on définit A4, /IE‘L) pour
(PA).

Le cas bijectif traité précédemment permet d’affirmer que A4 = A3 et /lfAL) = /l;L).

On note y* = PA(x*). Le lagrangien de (PA) est L(y,4,AD) = 04(y) + ACa(y) +
AL CIE‘L) (). Son gradient sannule en y* (condition de KKT). On va projeter le gradient sur
&1.

P(V, L% A4 A47)) = P(Vy04(5) + P(KCA) A + PGC (DAY =
V.01(x*) + jClT(x*)/lA + O/ll(f). On retrouve 0 = V01 (x*) + jClT(x*)/lA. Comme dans
le cas bijectif, on retrouve A4 = A7.
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